
Πρόλογος

Τι είναι οικονομετρία;

Η μελέτη της οικονομετρίας αποτελεί βασικό κεφάλαιο κάθε προπτυχιακού μαθήμα-
τος στα οικονομικά, και δεν είναι υπερβολή να πούμε επίσης ότι είναι απαραίτητη 
για κάθε οικονομολόγο. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι η εφαρμοσμένη οικονο-

μία αποκτά πλέον όλο και πιο μεγάλη σημασία, ενώ η ικανότητα να ποσοτικοποιήσουμε 
και να αξιολογήσουμε τις οικονομικές θεωρίες και υποθέσεις αποτελεί τώρα, περισσότερο 
από ποτέ, μια αναγκαιότητα. Τα θεωρητικά οικονομικά μπορεί να υποδηλώνουν ότι υπάρ-
χει μια σχέση μεταξύ δύο ή περισσότερων μεταβλητών, αλλά τα εφαρμοσμένα οικονομικά 
απαιτούν τόσο αποδεικτικά στοιχεία ότι η σχέση αυτή είναι πραγματική, ότι παρατηρήθη-
κε στην καθημερινή ζωή, όσο και ποσοτικοποίηση της σχέσης μεταξύ των μεταβλητών. Η 
μελέτη των μεθόδων που μας επιτρέπουν να ποσοτικοποιήσουμε τις οικονομικές σχέσεις 
χρησιμοποιώντας πραγματικά δεδομένα είναι γνωστή ως οικονομετρία.

Οικονομετρία σημαίνει στην κυριολεξία «μέτρηση στα οικονομικά». Ωστόσο, περι-
λαμβάνει όλες τις στατιστικές και μαθηματικές μεθόδους που χρησιμοποιούνται στην 
ανάλυση των οικονομικών δεδομένων. Κύριος στόχος της χρήσης αυτών των εργαλείων 
είναι να αποδείξουν ή να διαψεύσουν συγκεκριμένες οικονομικές προτάσεις και μοντέλα.

Τα στάδια της εφαρμοσμένης οικονομετρικής εργασίας 

Η εφαρμοσμένη οικονομετρική εργασία έχει πάντα (ή, τουλάχιστον, πρέπει να έχει) ως 
αφετηρία της ένα μοντέλο ή μια οικονομική θεωρία. Από αυτή τη θεωρία, το πρώτο έργο 
του εφαρμοσμένου οικονομέτρη είναι να διαμορφώσει ένα οικονομετρικό μοντέλο που 
να μπορεί να δοκιμαστεί εμπειρικά. Οι επόμενες εργασίες είναι η συλλογή δεδομένων 
που μπορούν να χρησιμοποιηθούν για την εκτέλεση του ελέγχου και, έπειτα από αυτό, 
η εκτίμηση του μοντέλου.

Μετά την εκτίμηση του μοντέλου, ο εφαρμοσμένος οικονομέτρης εκτελεί ελέγχους 
προδιαγραφών για να εξασφαλίσει ότι το χρησιμοποιούμενο μοντέλο ήταν κατάλληλο 
και να ελέγξει την απόδοση και την ακρίβεια της διαδικασίας εκτίμησης. Εάν αποδει-
χθεί ότι το μοντέλο είναι κατάλληλο, εφαρμόζεται έλεγχος υποθέσεων για να ερευνηθεί 
η εγκυρότητα των θεωρητικών προβλέψεων και, στη συνέχεια, το μοντέλο μπορεί να 
χρησιμοποιηθεί για την πραγματοποίηση προβλέψεων και συστάσεων πολιτικής. Εάν, 
σύμφωνα με τους ελέγχους προδιαγραφών και τα διαγνωστικά, το μοντέλο που χρη-
σιμοποιείται δεν είναι κατάλληλο, ο οικονομέτρης πρέπει να επιστρέψει στο στάδιο της 
διαμόρφωσης και να αναθεωρήσει το οικονομετρικό μοντέλο, επαναλαμβάνοντας την 
όλη διαδικασία από την αρχή.
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Ο σκοπός αυτού του εγχειριδίου

Αυτό το βιβλίο παρέχει στους φοιτητές τα βασικά μαθηματικά και αναλυτικά εργαλεία 
που απαιτούνται προκειμένου να εκτελέσουν εφαρμοσμένες οικονομετρικές εργασίες.

Για την πρώτη εργασία, σχηματισμός μιας οικονομετρικής θεωρίας, το βιβλίο υιο-
θετεί μια πολύ αναλυτική και απλουστευμένη προσέγγιση. Για τις επόμενες εργασίες, 
εξηγεί όλες τις βασικές εντολές για την απόκτηση των απαιτούμενων αποτελεσμάτων 
από οικονομικά δεδομένα χρησιμοποιώντας οικονομετρικό λογισμικό.

Η χρήση και το επίπεδο των μαθηματικών

Η χρήση των μαθηματικών στην οικονομετρία είναι αναπόφευκτη, αλλά το βιβλίο απευ-
θύνεται τόσο στους φοιτητές που δεν έχουν ένα αμιγές μαθηματικό υπόβαθρο όσο και 
σε εκείνους που προτιμούν τη χρήση των μαθηματικών για μια πιο εμπεριστατωμένη 
κατανόηση. Για την επίτευξη αυτού του στόχου, το βιβλίο παρέχει, όταν απαιτείται, τόσο 
μια γενική όσο και μια μαθηματική επεξεργασία του θέματος, σε ξεχωριστές ενότητες. Με 
αυτό τον τρόπο οι φοιτητές που δεν θέλουν να ασχοληθούν με αποδείξεις και μαθημα-
τικούς χειρισμούς μπορούν να επικεντρωθούν στη γενική (λεκτική) προσέγγιση, παρα-
κάμπτοντας το πιο μαθηματικό υλικό, χωρίς καμία απώλεια της συνέχειας. Από την άλλη 
πλευρά, οι αναγνώστες που θέλουν να ασχοληθούν με τα μαθηματικά που εμπλέκονται 
σε κάθε θέμα μπορούν να μελετήσουν αυτά τα μαθηματικά τμήματα σε κάθε κεφάλαιο. 
Για να ικανοποιηθεί αυτή η επιλογή, το ανά χείρας εγχειρίδιο χρησιμοποιεί άλγεβρα μη-
τρών για να αποδείξει ορισμένες σημαντικές έννοιες μαθηματικά, ενώ τα κύρια σημεία 
της ανάλυσης παρουσιάζονται επίσης με απλουστευμένο τρόπο, ώστε η έννοια να γίνει 
κατανοητή από όλους όσοι δεν έχουν παρακολουθήσει μαθήματα στην άλγεβρα μητρών.

Ένα άλλο σημαντικό χαρακτηριστικό του βιβλίου είναι ότι παρουσιάζει όλους τους 
υπολογισμούς που απαιτούνται προκειμένου ο φοιτητής να προχωρήσει από τη μία 
εξίσωση στην άλλη, καθώς και τις επεξηγήσεις των μαθηματικών τεχνικών που οδη-
γούν σε αυτές τις εξισώσεις. Οι φοιτητές με περιορισμένο υπόβαθρο στα μαθηματικά 
θα βρουν ορισμένες από τις μαθηματικές αποδείξεις αρκετά προσιτές και, συνεπώς, θα 
ενθαρρύνονται να προχωρήσουν μέσω αυτών.

Η χρήση του οικονομετρικού λογισμικού και 
παραδείγματα πραγματικών δεδομένων

Όσον αφορά την πρακτική ή εφαρμοσμένη οικονομετρία, αυτό το βιβλίο είναι καινοτό-
μο με δύο τρόπους: (1) παρουσιάζει όλους τους στατιστικούς ελέγχους αναλυτικά (βήμα 
προς βήμα) και (2) εξηγεί πώς κάθε έλεγχος μπορεί να πραγματοποιηθεί χρησιμοποι-
ώντας οικονομετρικό λογισμικό, όπως το EViews και το Stata. Πιστεύουμε ότι αυτά τα 
δύο χαρακτηριστικά είναι εκείνα που διακρίνουν το συγκεκριμένο βιβλίο από τα υπό-



	 Πρόλογος	 31

λοιπα και ελπίζoυμε ότι θα φανούν ιδιαίτερα χρήσιμα στους φοιτητές όταν θα εφαρμό-
ζουν αυτές τις τεχνικές σε πραγματικά δεδομένα. Προχωρήσαμε στην καινοτομία αυτή 
επειδή, από τη διδακτική μας εμπειρία, συνειδητοποιήσαμε ότι οι φοιτητές θεωρούν 
την οικονομετρία ένα σχετικά δύσκολο μάθημα απλώς και μόνο επειδή δεν μπορούν να 
δουν την «ομορφιά» της, η οποία προκύπτει μόνο όταν είναι σε θέση να αποκτήσουν 
αποτελέσματα από τα πραγματικά δεδομένα και ξέρουν πώς να ερμηνεύουν τα αποτε-
λέσματα αυτά για να εξαχθούν συμπεράσματα. Η εφαρμοσμένη οικονομετρική ανάλυση 
είναι η ουσία της οικονομετρίας και ελπίζουμε ότι η χρήση του EViews και του Stata θα 
κάνει τη μελέτη της οικονομετρίας συναρπαστική. Οι αναγνώστες που χρειάζονται μια 
βασική εισαγωγή στο EViews και το Stata θα πρέπει πρώτα να διαβάσουν το τελευταίο 
κεφάλαιο (Κεφάλαιο 24), το οποίο συζητά τις πρακτικές της χρήσης αυτών των δύο οι-
κονομετρικών πακέτων.

Τέλος

Αν και αυτό είναι ένα εισαγωγικό κείμενο που προορίζεται κυρίως για τους προπτυχια-
κούς φοιτητές, μπορεί επίσης να χρησιμοποιηθεί και από τους φοιτητές σε ένα μεταπτυχι-
ακό πρόγραμμα που απαιτεί εφαρμοσμένη εργασία (ίσως για ένα έργο σε επίπεδο MSc). 
Όλα τα εμπειρικά αποτελέσματα από τα παραδείγματα στο βιβλίο είναι αναπαραγόμενα. 
Όλα τα αρχεία που απαιτούνται για να σχεδιάσετε τα σχήματα, να επανεκτιμήσετε τις πα-
λινδρομήσεις και να αναπαραγάγετε τους σχετικούς πίνακες μπορούν να μεταφορτωθούν 
από τη συνοδευτική ιστοσελίδα. Τα αρχεία είναι διαθέσιμα στις εξής μορφές: xls (για το 
Excel), wf1 (για το EViews) και dta (για το Stata). Αν βρείτε σφάλματα ή λάθη, παρακα-
λούμε ενημερώστε τον Δημήτρη Αστερίου με e-mail στο D.A.Asteriou@eap.gr.

Δημήτρης Αστερίου
Stephen G. Hall

Οι διαδικτυακές πηγές που συνοδεύουν το βιβλίο είναι διαθέσιμες στη διεύθυνση: 
https://www.bloomsburyonlineresources.com/applied-econometrics-4e/
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Εισαγωγή 

υτό το κεφάλαιο περιγράφει ορισμένες από τις βασικές έννοιες που διέπουν 
μεγάλο μέρος του βιβλίου, συμπεριλαμβανομένων των εννοιών της κατανομής 
του πληθυσμού και της δειγματικής κατανομής, της σημασίας της τυχαίας δειγ-

ματοληψίας, του νόμου των μεγάλων αριθμών και του κεντρικού οριακού θεωρήμα-
τος. Στη συνέχεια παρουσιάζει πώς αυτές οι ιδέες υποστηρίζουν την τυπική προσέγγιση 
για τον έλεγχο υποθέσεων και την κατασκευή διαστημάτων εμπιστοσύνης. 

Η οικονομετρία έχει ένα πλήθος από ρόλους όσον αφορά την πρόβλεψη και την 
ανάλυση πραγματικών δεδομένων και προβλημάτων. Στο επίκεντρο αυτών των ρόλων, 
ωστόσο, βρίσκεται η επιθυμία να γίνουν αντιληπτά τα μεγέθη των επιδράσεων και να 
ελεγχθεί η σημαντικότητά τους. Η οικονομική θεωρία συχνά δείχνει προς την κατεύ-
θυνση μιας αιτιώδους σχέσης (εάν το εισόδημα αυξάνεται, μπορούμε να αναμένουμε 
ότι θα αυξηθεί και η κατανάλωση), αλλά σπάνια υποδεικνύει ένα ακριβές μέγεθος. Ω-
στόσο, σε ένα πλαίσιο πολιτικής ή επιχειρηματικό, το να έχεις μια ξεκάθαρη εικόνα για 
το μέγεθος μιας επίδρασης μπορεί να είναι εξαιρετικά σημαντικό, και αυτό είναι η ειδι-
κότητα της οικονομετρίας.  

Ο σκοπός αυτού του κεφαλαίου είναι να αποσαφηνίσει ορισμένους βασικούς ορι-
σμούς και ιδέες ώστε να παρέχει στον φοιτητή μια διαισθητική κατανόηση αυτών των 
βασικών εννοιών. Επομένως, η απόδοσή τους εδώ θα είναι σκόπιμα λιγότερο τυπική 
απ’ ό,τι στο μεγαλύτερο μέρος του βιβλίου. 

Ένα απλό παράδειγμα 

Ας δούμε ένα πολύ απλό παράδειγμα για να εξηγηθεί η ιδέα που παρατίθεται εδώ. Ο 
Πίνακας 1.1 δείχνει τη μέση ηλικία θανάτου ανδρών και γυναικών στα 15 κράτη-μέλη 
της Ευρωπαϊκής Ένωσης (EΕ) το 2002. 

Από αυτά τα στοιχεία, καθίσταται αρκετά προφανές ότι οι γυναίκες αναμένεται να 
ζήσουν περισσότερο από τους άνδρες σε καθεμία από τις χώρες αυτές, και εάν λάβου-
με τον μέσο όρο όλων των χωρών, μπορούμε να δούμε ότι και πάλι, σε πανευρωπαϊκή 
βάση, οι γυναίκες τείνουν να ζουν περισσότερο από τους άνδρες. Ωστόσο, υπάρχει μια 
αρκετά σημαντική διαφοροποίηση μεταξύ των χωρών, και ίσως είναι εύλογο να διε-
ρωτηθούμε εάν γενικά, στον παγκόσμιο πληθυσμό, θα αναμέναμε οι γυναίκες να ζουν 
περισσότερο από τους άνδρες.  

Ένας τυπικός τρόπος για να το προσεγγίσουμε θα ήταν να δούμε τη διαφορά στο 
μέσο προσδόκιμο ζωής ανδρών και γυναικών για όλη την Ευρώπη και να εξετάσουμε 
εάν αυτή είναι στατιστικά διαφορετική από το μηδέν. Αυτό προϋποθέτει κάποια βασικά 
βήματα: αρχικά θα πρέπει να εκτιμηθεί η διαφορά στο μέσο προσδόκιμο ζωής, έπειτα 
θα πρέπει να κατασκευαστεί ένα μέτρο της αβεβαιότητάς της και, τέλος, θα πρέπει να 
ελεγχθεί η υπόθεση ότι η διαφορά είναι μηδέν.  

Α
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Πίνακας 1.1 Μέσος όρος ηλικίας θανάτου για τα 15 κράτη-μέλη της ΕΕ (2002) 

 Γυναίκες Άνδρες 
Aυστρία 81.2 75.4 

Bέλγιο 81.4 75.1 

Δανία 79.2 74.5 

Φινλανδία 81.5 74.6 

Γαλλία 83.0 75.5 

Γερμανία 80.8 74.8 

Ελλάδα 80.7 75.4 

Ιρλανδία 78.5 73.0 

Iταλία 82.9 76.7 

Λουξεμβούργο 81.3 74.9 

Ολλανδία 80.6 75.5 

Πορτογαλία 79.4 72.4 

Ισπανία 82.9 75.6 

Σουηδία 82.1 77.5 

Ηνωμένο Βασίλειο 79.7 75.0 

Μέσος όρος 81.0 75.1 

Τυπική απόκλιση 1.3886616 1.2391241 
 
 
Ο Πίνακας 1.1 δίνει τον μέσο όρο (ή μέσο) του προσδόκιμου ζωής των ανδρών και 

γυναικών για την EΕ ως σύνολο ως 
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όπου wY  είναι το μέσο προσδόκιμο ζωής για τις γυναίκες στην ΕΕ και mY  είναι το μέσο 
προσδόκιμο ζωής για τους άνδρες. Μια τυπική εκτίμηση της διαφοράς μεταξύ των δύο 
μέσων είναι ( w mY Y ). Ο Πίνακας 1.1 δίνει επίσης της μέση διασπορά για καθέναν από 
τους μέσους αυτούς, οριζόμενη ως τυπική απόκλιση, η οποία δίνεται από: 
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Καθώς έχουμε μια εκτίμηση της διαφοράς και μια εκτίμηση της αβεβαιότητας των 
μετρήσεών μας, μπορούμε τώρα να διατυπώσουμε έναν τυπικό έλεγχο υπόθεσης. Ο 
έλεγχος για τη διαφορά μεταξύ των δύο μέσων είναι: 
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Η στατιστική συνάρτηση t (t-statistic) του 12.27 είναι μεγαλύτερη από 1.96, το ο-

ποίο σημαίνει ότι υπάρχει λιγότερο από 5% πιθανότητα εύρεσης μιας στατιστικής συ-
νάρτησης ίσης με 12.27 καθαρά από τύχη όταν η πραγματική διαφορά είναι μηδέν. 
Επομένως, μπορούμε να συμπεράνουμε ότι υπάρχει σημαντική διαφορά μεταξύ του 
προσδόκιμου ζωής των ανδρών και των γυναικών. 

Αν και αυτό φαίνεται αρκετά κατανοητό και απλό, υπάρχουν ορισμένα υποκείμενα 
λεπτά σημεία, και αυτά αποτελούν το αντικείμενο αυτού του κεφαλαίου. Οι ερωτήσεις 
που θα διερευνηθούν είναι: Ποιο θεωρητικό πλαίσιο δικαιολογεί όλο αυτό; Γιατί η δια-
φορά των μέσων αποτελεί μια καλή εκτίμηση της επιπλέον διάρκειας ζωής για τις γυναί-
κες; Είναι αυτή μια καλή εκτίμηση για τον κόσμο ως σύνολο; Ποιο είναι το μέτρο αβε-
βαιότητας που αποδίδεται από την τυπική απόκλιση και τι σημαίνει πραγματικά; Στην 
ουσία, ποιο είναι το υποκείμενο θεωρητικό πλαίσιο που δικαιολογεί αυτό που συνέβη;  

Στατιστικό πλαίσιο 

Το στατιστικό πλαίσιο που διέπει την παραπάνω προσέγγιση στηρίζεται σε μια σειρά 
βασικών εννοιών, πρώτη εκ των οποίων είναι ο πληθυσμός. Υποθέτουμε ότι υπάρχει 
ένας πληθυσμός από γεγονότα ή οντότητες για τον οποίο ενδιαφερόμαστε. Ο πληθυ-
σμός αυτός υποτίθεται ότι είναι απείρως μεγάλος και περιλαμβάνει όλα τα αποτελέσμα-
τα που μας αφορούν. Τα δεδομένα στον Πίνακα 1.1 αφορούν τις χώρες της EE 15 για 
το έτος 2002. Εάν ενδιαφερόμασταν μόνο για το συγκεκριμένο έτος και για το συγκε-
κριμένο σύνολο χωρών, τότε δεν θα υπήρχε στατιστικό ερώτημα που θα έπρεπε να 
τεθεί. Σύμφωνα με τα δεδομένα, οι γυναίκες ζούσαν περισσότερο από τους άνδρες για 
το συγκεκριμένο έτος και στη συγκεκριμένη περιοχή. Αυτό είναι απλώς ένα γεγονός. 
Αλλά ο πληθυσμός είναι πολύ μεγαλύτερος· περιλαμβάνει όλους τους άνδρες και τις 
γυναίκες σε όλες τις περιόδους, και για να εξαχθεί ένα συμπέρασμα για αυτό τον πλη-
θυσμό χρειαζόμαστε ένα στατιστικό πλαίσιο. Θα μπορούσε, για παράδειγμα, να είναι 
απλώς τυχαίο γεγονός ότι οι γυναίκες ζουν περισσότερο από τους άνδρες σε αυτό το 
συγκεκριμένο έτος. Πώς μπορούμε να το εξακριβώσουμε αυτό;  

Οι επόμενες σημαντικές έννοιες είναι οι τυχαίες μεταβλητές και η κατανομή του 
πληθυσμού. Μια τυχαία μεταβλητή είναι απλώς ένα μέτρο ενός οποιουδήποτε γεγονό-
τος που συμβαίνει με αβέβαιο τρόπο. Επομένως, η ηλικία, για παράδειγμα, στην οποία 
ένα άτομο πεθαίνει είναι αβέβαιη, και επομένως η ηλικία θανάτου ενός ατόμου είναι 
μια τυχαία μεταβλητή. Μόλις ένα άτομο πεθάνει, η ηλικία θανάτου παύει να είναι μια 
τυχαία μεταβλητή και μετατρέπεται σε μια παρατήρηση ή έναν αριθμό. Η κατανομή του 
πληθυσμού ορίζει την πιθανότητα να συμβεί ένα συγκεκριμένο γεγονός· για παράδειγ-
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μα, η κατανομή του πληθυσμού θα ορίσει την πιθανότητα ένας άνδρας να πεθάνει πριν 
γίνει 60 (Pr(Ym < 60)). Η κατανομή του πληθυσμού έχει διάφορες ροπές που καθορί-
ζουν το σχήμα της. Οι πρώτες δύο ροπές είναι ο μέσος [ορισμένες φορές ονομάζεται 
αναμενόμενη τιμή, 

mm YY μ( )E  , ή μέσος όρος] και η διακύμανση
mm YE Y μ 2( ) , η οποία 

είναι το τετράγωνο της τυπικής απόκλισης και συχνά ορίζεται ως σ
mY

2 )]. 

Οι ροπές που περιγράφηκαν παραπάνω ορισμένες φορές αναφέρονται και ως αδέ-
σμευτες ροπές· δηλαδή, ισχύουν για το σύνολο της κατανομής του πληθυσμού. Αλλά 
μπορούμε επίσης να δεσμεύσουμε την κατανομή και τις ροπές για συγκεκριμένες πλη-
ροφορίες. Για να γίνει καλύτερα κατανοητό, θεωρήστε το προσδόκιμο ζωής ενός άνδρα 
που ζει στο Ηνωμένο Βασίλειο. Ο Πίνακας 1.1 μας λέει ότι αυτό είναι τα 75 έτη. Επομέ-
νως, ποιο είναι το προσδόκιμο ζωής ενός άνδρα που ζει στο Ηνωμένο Βασίλειο και 
είναι ήδη 80 ετών; Προφανώς όχι τα 75 έτη! Μια μη υπό συνθήκη ροπή είναι η ροπή 
για την υπό εξέταση πλήρη κατανομή· μια υπό συνθήκη ροπή είναι η ροπή για εκείνα 
τα μέλη του πληθυσμού που πληρούν ορισμένες συνθήκες, στην προκειμένη περίπτω-
ση να είναι 80 ετών. Μπορούμε να θεωρήσουμε έναν υπό συνθήκη μέσο E(Ym |Yim = 
80), σε αυτή την περίπτωση τον μέσο των ανδρών που είναι 80, ή υπό συνθήκη υψη-
λότερες ροπές, όπως η υπό συνθήκη διακύμανση, η οποία θα αποτελέσει το αντικείμε-
νο άλλου κεφαλαίου. Αυτός είναι άλλος ένας τρόπος σκέψης των υπο-ομάδων του 
πληθυσμού· θα μπορούσαμε να σκεφτούμε τον πληθυσμό ως αποτελούμενο από ό-
λους τους ανθρώπους ή θα μπορούσαμε να σκεφτούμε την κατανομή του πληθυσμού 
των ανδρών και των γυναικών ξεχωριστά. Αυτό που θα θέλαμε να γνωρίζουμε είναι η 
κατανομή του πληθυσμού για τον οποίο ενδιαφερόμαστε, δηλαδή τον μέσο του προσ-
δόκιμου ζωής όλων των ανδρών και των γυναικών. Εάν μπορούσαμε να το μετρήσου-
με, και πάλι δεν θα υπήρχε κάποιο στατιστικό θέμα για να αντιμετωπίσουμε· απλώς θα 
γνωρίζαμε εάν, κατά μέσο όρο, οι γυναίκες ζουν περισσότερο από τους άνδρες. Δυ-
στυχώς, κατά κανόνα μπορούμε να έχουμε άμεσες μετρήσεις μόνο για ένα δείγμα που 
προέρχεται από τον πληθυσμό. Και θα πρέπει να χρησιμοποιήσουμε αυτό το δείγμα 
για να εξαγάγουμε κάποιο συμπέρασμα σχετικά με τον πληθυσμό. 

Εάν το δείγμα χαρακτηρίζεται από ορισμένες βασικές ιδιότητες, τότε μπορούμε να 
προχωρήσουμε στην κατασκευή μιας μεθόδου για την εξαγωγή συμπερασμάτων. Η 
πρώτη βασική ιδέα είναι αυτή της τυχαίας δειγματοληψίας: τα άτομα που αποτελούν το 
δείγμα μας θα πρέπει να επιλέγονται τυχαία από τον πληθυσμό. Το προσδόκιμο ζωής 
ενός άνδρα είναι μια τυχαία μεταβλητή· δηλαδή, η ηλικία θανάτου ενός ατόμου είναι 
αβέβαιη. Μόλις παρατηρήσουμε την ηλικία θανάτου και η παρατήρηση γίνει μέρος του 
δείγματός μας, παύει να είναι τυχαία μεταβλητή. Τα δεδομένα τότε αποτελούνται από 
ένα σύνολο μεμονωμένων παρατηρήσεων, καθεμία από τις οποίες έχει επιλεχθεί τυ-
χαία από τον πληθυσμό. Επομένως, το δείγμα των ηλικιών θανάτου των ανδρών γίνε-
ται Ym = (Y1m, Y2m, ..., Ynm). Η ιδέα της τυχαίας δειγματοληψίας έχει ορισμένες ισχυρές 
συνέπειες: επειδή δύο οποιαδήποτε άτομα επιλέγονται τυχαία από τον πληθυσμό, θα 
πρέπει να είναι ανεξάρτητα (independent) το ένα από το άλλο· δηλαδή, το να γνωρί-
ζουμε την ηλικία θανάτου ενός άνδρα δεν μας λέει τίποτα για την ηλικία θανάτου ενός 
άλλου άνδρα. Επίσης, καθώς και τα δύο άτομα έχουν επιλεγεί από τον ίδιο πληθυσμό, 
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θα πρέπει να έχουν πανομοιότυπη κατανομή (identical distribution). Επομένως, βα-
σιζόμενοι στην υπόθεση της τυχαίας δειγματοληψίας, μπορούμε να ισχυριστούμε ότι 
καθεμία από τις παρατηρήσεις στο δείγμα μας θα πρέπει να έχει μια ανεξάρτητη και 
πανομοιότυπη κατανομή· αυτό συχνά εκφράζεται ως IID. 

Είμαστε τώρα σε θέση να ξεκινήσουμε να κατασκευάζουμε ένα στατιστικό πλαίσιο. 
Θέλουμε να εξαγάγουμε ορισμένα συμπεράσματα για μια κατανομή πληθυσμού από 
την οποία έχει παρατηρηθεί μόνο ένα δείγμα. Πώς μπορούμε να γνωρίζουμε εάν η μέ-
θοδος που επιλέξαμε για να αναλύσουμε το δείγμα είναι καλή ή όχι; Η απάντηση σε 
αυτή την ερώτηση βρίσκεται σε μια άλλη έννοια, η οποία ονομάζεται δειγματική κατα-
νομή. Εάν επιλέξουμε ένα δείγμα από τον πληθυσμό μας, ας υποθέσουμε ότι έχουμε μια 
μέθοδο για να αναλύσουμε αυτό το δείγμα. Θα μπορούσε να είναι οτιδήποτε· για πα-
ράδειγμα, επιλέξτε τις παρατηρήσεις με μονή αρίθμηση, αθροίστε τες και διαιρέστε τες 
με το 20. Αυτό θα μας δώσει μια εκτίμηση. Εάν είχαμε ένα άλλο δείγμα, αυτό θα μας 
έδινε μια άλλη εκτίμηση, και εάν συνεχίζαμε να επιλέγαμε δείγματα, θα είχαμε μια ολό-
κληρη σειρά από εκτιμήσεις βασισμένες σε αυτή την τεχνική. Θα μπορούσαμε τότε να 
εξετάσουμε την κατανομή όλων αυτών των εκτιμήσεων και αυτή θα ήταν η δειγματική 
κατανομή αυτής της συγκεκριμένης τεχνικής. Ας υποθέσουμε ότι η διαδικασία εκτίμησης 
παράγει μια εκτίμηση του πληθυσμιακού μέσου την οποία ονομάζουμε mΥ . Τότε η δειγ-

ματική κατανομή θα έχει έναν μέσο και μια διακύμανση E( mΥ ) και E( mΥ − E( mΥ ))2· στην 
ουσία, η δειγματική κατανομή μιας συγκεκριμένης τεχνικής μάς λέει τα περισσότερα 
από αυτά που χρειάζεται να γνωρίζουμε σχετικά με την τεχνική. Μια καλή εκτιμήτρια 
γενικά θα χαρακτηρίζεται από αμεροληψία (unbiasedness), που υποδηλώνει ότι η μέ-
ση τιμή της θα είναι ίση με το πληθυσμιακό χαρακτηριστικό που θέλουμε να εκτιμή-
σουμε. Δηλαδή, E( mΥ ) = η, όπου η είναι το χαρακτηριστικό του πληθυσμού που θέ-
λουμε να μετρήσουμε. Στην περίπτωση της αμεροληψίας, ακόμη και σε ένα μικρό δείγ-
μα αναμένουμε η εκτιμήτρια να δίνει κατά μέσο όρο τη σωστή απάντηση. Μια ελα-
φρώς ασθενέστερη απαίτηση είναι η συνέπεια (consistency)· εδώ αναμένουμε η εκτι-
μήτρια να δώσει τη σωστή απάντηση μόνο εάν έχουμε ένα απείρως μεγάλο δείγμα, 
limn→∞ E( mΥ ) = η. Μια καλή εκτιμήτρια θα είναι είτε αμερόληπτη είτε συνεπής, αλλά 
μπορεί να υπάρχει και άλλη διαδικασία η οποία έχει αυτή την ιδιότητα. Στην περίπτω-
ση αυτή μπορούμε να επιλέξουμε μεταξύ ενός αριθμού εκτιμητριών στη βάση της απο-
τελεσματικότητας (efficiency)· αυτή δίνεται απλά από τη διακύμανση της δειγματικής 
κατανομής. Ας υποθέσουμε ότι έχουμε μια άλλη τεχνική εκτίμησης, η οποία οδηγεί 
στην Y


, η οποία είναι επίσης αμερόληπτη· τότε θα προτιμήσουμε την Υ  από αυτή τη 

διαδικασία εάν var(Y ) < var(Y


). Αυτό σημαίνει ότι, κατά μέσο όρο, και οι δύο τεχνι-
κές δίνουν τη σωστή απάντηση, αλλά τα λάθη που γίνονται με την πρώτη τεχνική είναι, 
κατά μέσο όρο, μικρότερα.  
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Ιδιότητες της δειγματικής κατανομής του μέσου  

Στο παραπάνω παράδειγμα, με βάση τον Πίνακα 1.1, υπολογίσαμε το μέσο προσδόκι-
μο ζωής των ανδρών και των γυναικών. Γιατί αυτό είναι καλή ιδέα; Η απάντηση βρί-
σκεται στη δειγματική κατανομή του μέσου ως μια εκτίμηση του πληθυσμιακού μέσου. 
Η μέση τιμή της δειγματικής κατανομής του μέσου δίνεται από: 

  
  

     
 
  

1 1 1

1 1 1n n n

i i Υ Υ
i i i

E Y E Y μ μ
n n n

  (1.4) 

Επομένως, η αναμενόμενη τιμή του μέσου ενός δείγματος είναι ίση με τον πληθυ-
σμιακό μέσο και έτσι η μέση τιμή ενός δείγματος είναι μια αμερόληπτη εκτιμήτρια της 
μέσης τιμής της κατανομής του πληθυσμού. Η μέση τιμή επομένως πληροί το πρώτο 
μας κριτήριο να είναι καλή εκτιμήτρια. Αλλά τι γίνεται με τη διακύμανση του μέσου;  
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Επομένως, η διακύμανση του μέσου γύρω από τον πραγματικό μέσο του πληθυ-
σμού σχετίζεται με το μέγεθος του δείγματος που χρησιμοποιείται για να κατασκευα-
στεί ο μέσος και τη διακύμανση της κατανομής του πληθυσμού. Καθώς το μέγεθος του 
δείγματος αυξάνεται, η διακύμανση στον πληθυσμό μειώνεται, το οποίο είναι αρκετά 
εύλογο, καθώς ένα μεγάλο μέγεθος δείγματος οδηγεί σε καλύτερη εκτίμηση του πλη-
θυσμιακού μέσου. Εάν η πραγματική κατανομή του πληθυσμού έχει έναν μικρότερο 
μέσο, τότε η δειγματική κατανομή θα έχει και αυτή έναν μικρότερο μέσο. Και πάλι, αυ-
τό είναι πολύ λογικό· εάν όλοι πέθαιναν ακριβώς στην ίδια ηλικία, τότε η διακύμανση 
του πληθυσμού θα ήταν μηδέν, και οποιοδήποτε δείγμα προερχόταν από τον πληθυ-
σμό θα είχε έναν μέσο ακριβώς ίδιο με τον πραγματικό πληθυσμιακό μέσο.  

Έλεγχος υποθέσεων και κεντρικό οριακό θεώρημα  

Φαίνεται ότι η μέση τιμή πληροί τα δύο κριτήριά μας για να είναι μια καλή εκτιμήτρια 
του πληθυσμού ως σύνολο: είναι αμερόληπτη και η αποτελεσματικότητά της αυξάνεται 
με το μέγεθος του δείγματος. Ωστόσο, για να μπορέσουμε να ελέγξουμε μια υπόθεση 
σχετικά με αυτή τη μέση τιμή, χρειαζόμαστε κάποια ιδέα για το σχήμα όλης της δειγμα-
τικής κατανομής. Δυστυχώς, ενώ έχουμε καθορίσει μια απλή έκφραση για τη μέση τιμή 
και τη διακύμανση, δεν είναι γενικά εφικτό να καθορίσουμε το σχήμα όλης της δειγμα-
τικής κατανομής. Ένας έλεγχος υποθέσεων κάνει μια υπόθεση σχετικά με την αλήθεια· 
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αυτό το ονομάζουμε μηδενική υπόθεση και συχνά αναφέρεται ως H. Στη συνέχεια κα-
θορίζουμε μια συγκεκριμένη εναλλακτική υπόθεση, η οποία συνήθως ονομάζεται Hα. 
Ο έλεγχος αποτελείται από τον υπολογισμό της πιθανότητας ότι η παρατηρούμενη τιμή 
του στατιστικού θα μπορούσε να έχει εμφανιστεί τελείως τυχαία, υποθέτοντας ότι η 
μηδενική υπόθεση είναι αληθής. Ας υποθέσουμε ότι η μηδενική μας υπόθεση είναι ότι 
ο πραγματικός πληθυσμιακός μέσος για την ηλικία θανάτου των ανδρών είναι 70, H : 

mE Y( ) = 70. Έχοντας παρατηρήσει έναν μέσο ίσο με 75.1, θα μπορούσαμε τότε να ε-
λέγξουμε την εναλλακτική υπόθεση ότι ο μέσος είναι μεγαλύτερος του 70. Θα μπορού-
σαμε να το κάνουμε αυτό υπολογίζοντας την πιθανότητα ότι το 75.1 θα μπορούσε να 
εμφανιστεί τυχαία ενώ η πραγματική τιμή του πληθυσμιακού μέσου είναι 70. Με μια 
συνεχή κατανομή η πιθανότητα να προκύψει ένα ακριβές σημείο είναι μηδέν, επομέ-
νως αυτό που υπολογίζουμε ακριβώς είναι η πιθανότητα σχηματισμού μιας οποιασδή-
ποτε τιμής για τον μέσο που είναι μεγαλύτερη από 75.1. Μπορούμε τότε να συγκρί-
νουμε αυτή την πιθανότητα με μια προκαθορισμένη τιμή, την οποία ονομάζουμε επί-
πεδο σημαντικότητας (significance level) του ελέγχου. Εάν η πιθανότητα είναι μικρό-
τερη από το επίπεδο σημαντικότητας, απορρίπτουμε τη μηδενική υπόθεση έναντι της 
εναλλακτικής. Στην παραδοσιακή στατιστική το επίπεδο σημαντικότητας ορίζεται συνή-
θως στο 1%, 5% ή 10%. Εάν χρησιμοποιούσαμε ένα 5% επίπεδο σημαντικότητας και 
βρίσκαμε ότι η πιθανότητα παρατήρησης ενός μέσου μεγαλύτερου από 75.1 ήταν 0.01, 
καθώς 0.01 < 0.05, θα απορρίπταμε την υπόθεση ότι η πραγματική τιμή του πληθυ-
σμιακού μέσου είναι 70 έναντι της εναλλακτικής ότι είναι μεγαλύτερη από 70. 

Η εναλλακτική υπόθεση μπορεί να προσδιοριστεί τυπικά με δύο τρόπους, που οδη-
γούν είτε σε έναν μονόπλευρο είτε σε έναν δίπλευρο έλεγχο. Το παραπάνω παράδειγμα 
είναι ένας μονόπλευρος έλεγχος, καθώς η εναλλακτική ήταν ότι η ηλικία θανάτου είναι 
μεγαλύτερη από 70, αλλά θα μπορούσαμε εξίσου να ελέγξουμε την πιθανότητα ότι η 
πραγματική μέση τιμή είναι είτε μεγαλύτερη είτε μικρότερη από 70, όπου στην περί-
πτωση αυτή θα είχαμε διεξαγάγει έναν δίπλευρο έλεγχο. Στην περίπτωση ενός δίπλευ-
ρου ελέγχου, θα υπολογίζαμε την πιθανότητα ότι μια τιμή είτε μεγαλύτερη από 75.1 ή 
μικρότερη από 70 – (75.1 – 70) = 64.9 θα προέκυπτε τυχαία. Προφανώς αυτή η πιθα-
νότητα θα ήταν μεγαλύτερη απ’ ό,τι σε έναν μονόπλευρο έλεγχο.  

Το Σχήμα 1.1 δείχνει τη βασική ιδέα του ελέγχου υποθέσεων. Απεικονίζει μία πιθανή 
δειγματική κατανομή για το μέσο προσδόκιμο ζωής των ανδρών υπό τη μηδενική υπό-
θεση ότι ο μέσος του πληθυσμού είναι 70. Είναι ένα απίθανο σχήμα, ουσιαστικά είναι 
ένα τρίγωνο, αλλά θα το συζητήσουμε αργότερα· προς το παρόν, ας υποθέσουμε ότι αυ-
τό είναι το σχήμα της κατανομής. Εξ ορισμού, όλη η περιοχή κάτω από το τρίγωνο α-
θροίζει σε 1. Αυτό σημαίνει ότι με πιθανότητα 1 (βεβαιότητα) η μέση τιμή θα βρίσκεται 
μεταξύ 62 και 78 και ότι συγκεντρώνεται γύρω από το 70. Στην πραγματικότητα, παρα-
τηρούμε μία μέση τιμή της τάξεως του 75.1, και εάν θέλουμε να ελέγξουμε την υπόθεση 
ότι η πραγματική μέση τιμή είναι 70 έναντι της εναλλακτικής ότι είναι μεγαλύτερη από 70 
(μονόπλευρος έλεγχος), υπολογίζουμε την πιθανότητα να παρατηρήσουμε μια τιμή ίση 
με 75,1 ή μεγαλύτερη. Αυτή δίνεται από την περιοχή Γ στο σχήμα. Εάν θέλαμε να διεξα-
γάγουμε έναν δίπλευρο έλεγχο, ότι η εναλλακτική είναι είτε για μεγαλύτερη από 75.1 είτε 
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για μικρότερη από 64.9, θα υπολογίζαμε το άθροισμα των περιοχών A και Γ, το οποίο 
είναι προφανώς μεγαλύτερο από Γ. Εάν υιοθετούσαμε μια 5% κρίσιμη τιμή και εάν Γ < 
0.05, θα απορρίπταμε τη μηδενική υπόθεση σε έναν μονόπλευρο έλεγχο. Εάν Γ + A < 
0.05, θα απορρίπταμε τη μηδενική υπόθεση σε ένα 5% επίπεδο στον δίπλευρο έλεγχο. 

Όπως σημειώθηκε παραπάνω, ενώ έχουμε υπολογίσει τη μέση τιμή και τη διακύ-
μανση για τη δειγματική κατανομή στην περίπτωση του μέσου, δεν είναι γενικά δυνατό 
να υπολογίσουμε το σχήμα της συνολικής κατανομής. Ωστόσο, υπάρχει ένα αξιοση-
μείωτο θεώρημα το οποίο γενικά μας επιτρέπει να το κάνουμε αυτό καθώς το μέγεθος 
του δείγματος αυξάνεται. Αυτό είναι το κεντρικό οριακό θεώρημα.  

Κεντρικό οριακό θεώρημα 

Εάν ένα σύνολο δεδομένων είναι IID με n παρατηρήσεις, (Y1, Y2, ... Yn ), και με πεπε-
ρασμένη διακύμανση, τότε καθώς το n τείνει προς το άπειρο, η κατανομή του Y  γίνε-
ται κανονική. Επομένως, όσο το n είναι αρκετά μεγάλο, μπορούμε να θεωρήσουμε ότι 
η κατανομή της μέσης τιμής προσεγγίζει την κανονική. 

Αυτό είναι ένα αξιοσημείωτο αποτέλεσμα· αυτό που λέει είναι ότι, ανεξάρτητα από 
το σχήμα της κατανομής του πληθυσμού, η δειγματική κατανομή θα είναι κανονική 
εφόσον βασίζεται σε ένα αρκετά μεγάλο δείγμα. Για να πάρουμε ένα ακραίο παράδειγ-
μα, ας υποθέσουμε ότι σκεφτόμαστε μια λαχειοφόρο αγορά η οποία κληρώνει έναν 
νικηφόρο λαχνό για κάθε 100 λαχνούς που πωλούνται. Εάν το βραβείο για έναν νικη-
φόρο λαχνό είναι $100 και το κόστος για κάθε λαχνό είναι $1, τότε, κατά μέσο όρο, θα 
αναμένουμε να κερδίσουμε $1 για κάθε λαχνό που αγοράζουμε. Αλλά η κατανομή του 

 

Σχήμα 1.1 Μια πιθανή κατανομή για το προσδόκιμο ζωής 
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πληθυσμού θα φαινόταν πολύ περίεργη· 99 στους 100 λαχνούς θα είχαν απόδοση μη-
δέν και ένας λαχνός θα είχε απόδοση $100. Εάν προσπαθούσαμε να σχεδιάσουμε την 
κατανομή των αποδόσεων, θα είχε μια τεράστια ακίδα στο μηδέν, μια μικρή ακίδα στα 
$100 και καθόλου παρατηρήσεις οπουδήποτε αλλού. Αλλά, όσο επιλέγουμε ένα αρκε-
τά μεγάλο δείγμα, όταν υπολογίζουμε τη μέση απόδοση πάνω στο δείγμα, θα έχει κέ-
ντρο στο $1 με μια κανονική κατανομή γύρω από το 1. 

Η σημασία του κεντρικού οριακού θεωρήματος είναι ότι μας επιτρέπει να γνωρί-
σουμε πώς θα πρέπει να μοιάζει η δειγματική κατανομή της μέσης τιμής, όσο η μέση 
τιμή βασίζεται σε ένα αρκετά μεγάλο δείγμα. Επομένως, τώρα μπορούμε να αντικατα-
στήσουμε την αυθαίρετη τριγωνική κατανομή στο Σχήμα 1.1 με μια πιο λογική, την 
κανονική κατανομή.  

Ένα τελικό μέρος του στατιστικού μας πλαισίου είναι ο κανόνας των μεγάλων α-
ριθμών (law of large numbers), ο οποίος δηλώνει ότι εάν ένα δείγμα ( 1Υ , 2Υ , ... nΥ ) 

είναι IID με μια πεπερασμένη διακύμανση, τότε η Y  είναι μια συνεπής εκτιμήτρια του 
μ, της πραγματικής μέσης τιμής του πληθυσμού. Αυτό μπορεί να δηλωθεί επίσημα ως 
Pr(|Y −μ| < ε) → 1 καθώς n → ∞, που σημαίνει ότι η πιθανότητα η απόλυτη διαφορά 
μεταξύ της εκτίμησης του μέσου και της πραγματικής μέσης τιμής του πληθυσμού vα 
είναι μικρότερη από έναν μικρό θετικό αριθμό που τείνει στη μονάδα, καθώς το μέγε-
θος του δείγματος τείνει στο άπειρο. Αυτό μπορεί να αποδειχθεί άμεσα, καθώς, όπως 
έχουμε δει, η διακύμανση της δειγματικής κατανομής του μέσου είναι αντιστρόφως 
ανάλογη του n· επομένως, καθώς το n τείνει στο άπειρο, η διακύμανση της δειγματικής 
κατανομής τείνει στο μηδέν και η μέση τιμή τείνει προς την πραγματική τιμή του πλη-
θυσμού. 

Μπορούμε τώρα να συνοψίσουμε: η Y είναι μια αμερόληπτη και συνεπής εκτιμή-
τρια της πραγματικής μέσης τιμής του πληθυσμού μ· κατανέμεται κατά προσέγγιση ως 
μια κανονική κατανομή με μια διακύμανση η οποία είναι αντιστρόφως ανάλογη του n· 
αυτό μπορεί να εκφραστεί ως N(μ, 2σ /n). Επομένως, εάν αφαιρέσουμε τη μέση τιμή 
του πληθυσμού από το Y και διαιρέσουμε με την τυπική απόκλιση, θα δημιουργή-
σουμε μια μεταβλητή η οποία έχει μέση τιμή μηδέν και διακύμανση ίση με τη μονάδα. 
Αυτό ονομάζεται τυποποίηση της μεταβλητής.  

   
2

0 1
Y μ

N ,
σ / n

 (1.6) 

Ένα μικρό πρόβλημα με αυτή την εξίσωση, ωστόσο, είναι ότι περιλαμβάνει το 2σ . 
Αυτή είναι η διακύμανση του πληθυσμού, η οποία είναι άγνωστη, και χρειάζεται να 
εξαγάγουμε μια εκτίμηση από αυτή. Μπορούμε να εκτιμήσουμε τη διακύμανση του 
πληθυσμού με: 

 
n

i
i

S Y Y
n

2 2

1

1
( )

1 

 
    (1.7) 



 1 | Βασικές έννοιες 45 
 
Εδώ διαιρούμε με το n – 1 διότι χάνουμε στην ουσία μια παρατήρηση όταν εκτι-

μούμε τη μέση τιμή. Σκεφτείτε τι γίνεται όταν έχουμε ένα δείγμα μεγέθους ένα. Η εκτί-
μηση της μέσης τιμής θα είναι ίδια με αυτή τη μία παρατήρηση και εάν διαιρούσαμε με 
το n = 1 θα εκτιμούσαμε μια διακύμανση ίση με μηδέν. Διαιρώντας με το n − 1 η δια-
κύμανση είναι απροσδιόριστη για ένα δείγμα μεγέθους ένα. Γιατί είναι 2η S μια καλή 
εκτιμήτρια της διακύμανσης του πληθυσμού; Η απάντηση είναι ότι είναι ουσιαστικά 
απλά ένας άλλος μέσος· επομένως, ο κανόνας των μεγάλων αριθμών εφαρμόζεται και 
θα είναι μια συνεπής εκτίμηση της πραγματικής διακύμανσης του πληθυσμού. 

Τώρα είμαστε πλέον σε θέση να κατασκευάσουμε έναν τυπικό έλεγχο υποθέσεων. 
Ο βασικός έλεγχος είναι γνωστός ως έλεγχος «t» student και δίνεται από:  

 

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Y μ
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  (1.8) 

Όταν το δείγμα είναι μικρό, αυτό θα ακολουθεί μια κατανομή t-student, η οποία 
μπορεί να βρεθεί σε ένα οποιοδήποτε τυπικό σύνολο από στατιστικούς πίνακες. Στην 
πράξη, ωστόσο, μόλις το δείγμα είναι μεγαλύτερο από 30 ή 40, η κατανομή t είναι 
σχεδόν ταυτόσημη με την τυποποιημένη κανονική κατανομή και στην οικονομετρία 
είναι κοινή πρακτική να χρησιμοποιείται η κανονική κατανομή. Η τιμή της κανονικής 
κατανομής που συνεπάγεται 0.025 σε κάθε ουρά της κατανομής είναι 1.96. Αυτή είναι 
η κρίσιμη τιμή η οποία ισχύει για έναν αμφίπλευρο έλεγχο σε ένα 5% επίπεδο σημα-
ντικότητας. Επομένως, εάν θέλουμε να ελέγξουμε την υπόθεση ότι η εκτίμησή μας 75.1 
του προσδόκιμου ζωής των ανδρών είναι στην πραγματικότητα μια τυχαία λήψη από 
έναν πληθυσμό με μέση τιμή 70, τότε ο έλεγχος θα είναι:  
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Αυτό είναι μεγαλύτερο από το 1.96 του 5% επιπέδου σημαντικότητας, και επομένως 
θα απορρίψουμε τη μηδενική υπόθεση ότι η πραγματική μέση τιμή του πληθυσμού 
είναι 70. Αντίστοιχα, θα μπορούσαμε να εκτιμήσουμε την αναλογία της κατανομής που 
σχετίζεται με μια απόλυτη τιμή t μεγαλύτερη από 4.1, η οποία τότε θα ήταν η πιθανότη-
τα που συζητήθηκε παραπάνω. Τυπικά η πιθανότητα ή p-value δίνεται από:  

    act act
Ho Hop value Pr Υ μ Y μ Pr t t-         

Επομένως, εάν η τιμή t είναι ακριβώς 1.96, η p-value θα είναι 0.05, και όταν η τιμή 
t είναι μεγαλύτερη από 1.96, τότε η p-value θα είναι μικρότερη από 0.05. Περιέχουν 
ακριβώς την ίδια πληροφορία, αλλά εκφρασμένη με διαφορετικό τρόπο. Η p-value 
είναι, ωστόσο, χρήσιμη σε άλλες περιπτώσεις, καθώς μπορεί να υπολογιστεί για ένα 
εύρος διαφορετικών κατανομών χωρίς τη βοήθεια από στατιστικούς πίνακες, καθώς η 
ερμηνεία της είναι πάντα άμεση. 

Το Σχήμα 1.2 παρουσιάζει αυτή τη διαδικασία. Δείχνει μια κατά προσέγγιση κανο-
νική κατανομή με κέντρο τη μηδενική υπόθεση και τις δύο ουρές της κατανομής ορι-
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ζόμενες από 69.3 και 70.71. 95% της περιοχής κάτω από την κατανομή βρίσκεται μετα-
ξύ αυτών των δύο σημείων. Η εκτιμώμενη τιμή 75.1 βρίσκεται αρκετά έξω από αυτή 
την κεντρική περιοχή και επομένως μπορούμε να απορρίψουμε τη μηδενική υπόθεση 
ότι η πραγματική τιμή είναι 70 και ότι παρατηρήσαμε το 75.1 καθαρά από τύχη. Η p-
value είναι δύο φορές η περιοχή κάτω από την καμπύλη η οποία βρίσκεται πέρα από 
το 75.1, και προφανώς αυτή είναι πράγματι πολύ μικρή. 

 

 

 Σχήμα 1.2 Μια κανονική κατανομή για το προσδόκιμο ζωής 
γύρω από τη μηδενική υπόθεση  

 
Ένας τελευταίος τρόπος για να σκεφτούμε όσον αφορά την εμπιστοσύνη που έχου-

με στην εκτίμησή μας είναι να κατασκευάσουμε ένα διάστημα εμπιστοσύνης γύρω από 
την εκτιμώμενη παράμετρο. Έχουμε μια εκτιμώμενη μέση τιμή της τάξεως του 75.1, 
αλλά γνωρίζουμε ότι υπάρχει ορισμένη αβεβαιότητα ως προς το ποια είναι η πραγμα-
τική τιμή. Ο κανόνας των μεγάλων αριθμών μάς λέει ότι αυτή είναι μια συνεπής εκτί-
μηση της πραγματικής τιμής, επομένως με μόνο αυτή την παρατήρηση η καλύτερη 
πρόβλεψή μας είναι ότι η πραγματική τιμή είναι 75.1. Το κεντρικό οριακό θεώρημα μας 
λέει ότι η κατανομή γύρω από την τιμή αυτή είναι κατά προσέγγιση κανονική, και 
γνωρίζουμε τη διακύμανση αυτής της κατανομής. Επομένως, μπορούμε να κατασκευά-
σουμε ένα διάστημα γύρω από το 75.1 το οποίο θα περιέχει οποιαδήποτε απαιτούμενη 
ποσότητα της κατανομής. Το σύνηθες και πάλι είναι να χρησιμοποιήσουμε ένα 95% 
διάστημα εμπιστοσύνης, και αυτό μπορεί να γίνει ως εξής:  

 95 1 96 1 96 0 71  0 71%
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Επομένως, με 95% βεβαιότητα μπορούμε να πούμε ότι η πραγματική μέση τιμή βρί-
σκεται μεταξύ 74.39 και 75.81. Αυτό φαίνεται στο Σχήμα 1.3· εδώ η εικόνα έχει μετακι-
νηθεί έτσι ώστε τώρα το κέντρο του να βρίσκεται στην εκτιμώμενη τιμή του 75.1 και το 
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95% του σχήματος να βρίσκεται μέσα στο διάστημα εμπιστοσύνης. Προφανώς, η μηδενι-
κή τιμή 70 βρίσκεται αρκετά έξω από αυτή την περιοχή, επομένως μπορούμε και πάλι να 
συμπεράνουμε ότι η πραγματική τιμή του μέσου είναι εξαιρετικά απίθανο να είναι 70. 

Το ίδιο συμπέρασμα προκύπτει από τον υπολογισμό του τυπικού έλεγχου t ή της p-
value ή λαμβάνοντας υπόψη το διάστημα εμπιστοσύνης, διότι όλα είναι διαφορετικοί 
τρόποι έκφρασης της ίδιας υποκείμενης κατανομής. 

Συμπέρασμα 

Σε αυτό το κεφάλαιο έχουμε περιγράψει τα βασικά βήματα για την κατασκευή μιας θε-
ωρίας εκτίμησης και ελέγχου υποθέσεων. Ξεκινήσαμε από την τυχαία δειγματοληψία, η 
οποία έδωσε αφορμή για την πρόταση ότι τα στοιχεία ενός δείγματος θα έχουν μια 
κατανομή IID. Από αυτήν ήμασταν σε θέση να ορίσουμε μια κατανομή του πληθυσμού 
και να εξαγάγουμε ορισμένα συμπεράσματα σχετικά με την κατανομή αυτή κατασκευά-
ζοντας τον μέσο και μετά ορίζοντας τη δειγματική κατανομή του μέσου. Με τη χρήση 
του κανόνα των μεγάλων αριθμών και του κεντρικού οριακού θεωρήματος, προσδιο-
ρίσαμε το σχήμα της δειγματικής κατανομής και, τέλος, με αυτό το δεδομένο, μπορέ-
σαμε να περιγράψουμε τη βασική διαδικασία ελέγχου που χρησιμοποιείται στην κλα-
σική οικονομετρία. 

Ενώ εκ πρώτης όψεως αυτό μπορεί να φαίνεται ότι σχετίζεται συγκεκριμένα με μια 
απλή διαδικασία εκτίμησης, της μέσης τιμής, τα ίδια βήματα μπορούν να εφαρμοστούν 
σχεδόν σε οποιαδήποτε διαδικασία εκτίμησης, όπως θα δούμε στα επόμενα κεφάλαια. 

 

Σχήμα 1.3 Ένα 95% διάστημα εμπιστοσύνης γύρω από τον εκτιμώμενο μέσο  
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Επομένως, όταν εκτιμούμε μια παράμετρο σε ένα μοντέλο από ένα σύνολο δεδομένων, 
ουσιαστικά ακολουθούμε τα ίδια βήματα. Οποιαδήποτε διαδικασία εκτίμησης είναι 
ουσιαστικά η λήψη ενός δείγματος δεδομένων και ο υπολογισμός του μέσου όρου με 
κάποιον τρόπο. Έχουμε μια δειγματική κατανομή για την παράμετρο και μπορούμε να 
διερευνήσουμε την αμεροληψία και τη συνέπεια της διαδικασίας εκτίμησης. Μπορούμε 
να συνεχίσουμε εφαρμόζοντας το κεντρικό οριακό θεώρημα, το οποίο θα αποδείξει ότι 
αυτή η δειγματική κατανομή τείνει σε μια κανονική κατανομή, καθώς το μέγεθος του 
δείγματος μεγαλώνει. Τέλος, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε αυτό το αποτέλεσμα για 
να κατασκευάσουμε ελέγχους υποθέσεων σχετικά με τις παραμέτρους που έχουν εκτι-
μηθεί και να υπολογίσουμε p-values και διαστήματα εμπιστοσύνης. 

 
 


