
Σημείωμα συγγραφικής ομάδας

Στο παρόν σύγγραμμα παρουσιάζεται ένα ολοκληρωμένο εγχειρίδιο Πιθανοτήτων και Στατιστι-
κής, σχεδιασμένο για να καλύψει τις ανάγκες προπτυχιακών φοιτητών/-τριων, αλλά και κάθε
αναγνώστη/-στριας που επιθυμεί μια συστηματική εισαγωγή στο αντικείμενο.

Στόχος του βιβλίου είναι η παρουσίαση βασικών εννοιών των Πιθανοτήτων και της Στατιστι-
κής, με έμφαση στη μαθηματική αυστηρότητα αλλά και στην εφαρμοσμένη διάσταση της επιστή-
μης. Ιδιαίτερη βαρύτητα δίνεται στη σύνδεση της θεωρίας με παραδείγματα και ασκήσεις που
προέρχονται από πραγματικά προβλήματα, ώστε να διευκολύνεται η κατανόηση και η εμβάθυνση
της γνώσης.

Η δομή του βιβλίου έχει οργανωθεί με τρόπο που επιτρέπει τη σταδιακή οικοδόμηση της
ύλης, ξεκινώντας από βασικές έννοιες των Πιθανοτήτων και καταλήγοντας σε πιο προχωρημένα
θέματα Στατιστικής. Παράλληλα, δίνεται έμφαση στην ανάπτυξη της μαθηματικής σκέψης και στη
χρήση των εργαλείων που είναι απαραίτητα για τη μελέτη τυχαίων φαινομένων.

Σε ποιους/ποιες απευθύνεται
Το παρόν βιβλίο έχει σχεδιαστεί με τέτοιο τρόπο ώστε να καλύπτει τις ανάγκες ενός μεγάλου φά-
σματος φοιτητών/-τριών, με διαφορετικό γνωστικό υπόβαθρο και διαφορετικούς εκπαιδευτικούς
στόχους, προσφέροντας παράλληλα ένα ενιαίο και συνεκτικό θεωρητικό πλαίσιο.

• Για φοιτητές/-τριες Τμημάτων Μαθηματικών, Στατιστικής και Εφαρμοσμένων Μαθηματικών:
Η παρουσίαση της ύλης είναι διατυπωμένη με αυστηρότητα και μαθηματική πληρότητα,
περιλαμβάνοντας λεπτομερείς ορισμούς, πλήρεις αποδείξεις των θεωρητικών αποτελεσμά-
των, καθώς και συστηματική ανάπτυξη των βασικών εννοιών. Η προσέγγιση αυτή αποσκο-
πεί στην εις βάθος κατανόηση των θεμελίων της Θεωρίας Πιθανοτήτων και της Στατιστικής,
καθώς και στην εξοικείωση με τη μεθοδολογία που απαιτείται σε προχωρημένο ακαδημαϊκό
επίπεδο.

• Για φοιτητές/-τριες άλλων επιστημονικών πεδίων (Πολυτεχνικές Σχολές, Τμήματα Οικονομι-
κών Επιστημών, Επιστημών Υγείας και Κοινωνικών Επιστημών): Ταυτόχρονα δίνεται έμφαση
στην ουσιαστική κατανόηση των στατιστικών εννοιών και στη σωστή εφαρμογή των μεθό-
δων σε πρακτικά προβλήματα. Παρουσιάζονται με σαφήνεια οι προϋποθέσεις και οι πε-
ριορισμοί κάθε στατιστικής διαδικασίας, ενώ δίνεται ιδιαίτερη βαρύτητα στην τεκμηρίωση
της μεθοδολογικής ορθότητας. Παράλληλα, τα βήματα επίλυσης απλών και πιο σύνθετων
προβλημάτων αναλύονται διεξοδικά, ώστε να διευκολύνεται η σύνδεση της θεωρίας με την
εφαρμογή σε πραγματικά δεδομένα και προβλήματα.

Προτείνεται οι φοιτητές/-τριες μη μαθηματικών κατευθύνσεων να δώσουν ιδιαίτερη έμφαση
στην κατανόηση, εφαρμογή και ερμηνεία των μεθόδων σε πρακτικά προβλήματα. Οι αυστηρές
μαθηματικές αποδείξεις απευθύνονται κυρίως σε αναγνώστες με ισχυρό μαθηματικό υπόβαθρο,
όπως φοιτητές Μαθηματικών και Στατιστικής, οι οποίοι επιθυμούν μια βαθύτερη κατανόηση της
θεωρητικής δομής και των θεμελιωδών αποτελεσμάτων που παρουσιάζονται.

Δομή και Εκπαιδευτικά Εργαλεία
Κάθε κεφάλαιο έχει σχεδιαστεί με στόχο να διευκολύνει την κατανόηση της ύλης και τη σταδιακή
οικοδόμηση της γνώσης. Η θεωρία παρουσιάζεται με σαφήνεια και συνοδεύεται από κατάλληλα
εργαλεία που βοηθούν τον φοιτητή/-τρια να συνδέσουν τις έννοιες με την πράξη και να ελέγξουν
την πρόοδό τους. Συγκεκριμένα, περιλαμβάνονται:
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• Λυμένα Παραδείγματα: Αναλυτικά επεξεργασμένα παραδείγματα, τα οποία αποτυπώνουν
την εφαρμογή της θεωρίας σε χαρακτηριστικά προβλήματα. Τα παραδείγματα αυτά λει-
τουργούν ως γέφυρα μεταξύ θεωρητικών εννοιών και πρακτικής επίλυσης, διευκολύνοντας
την κατανόηση των βασικών μεθοδολογικών εργαλείων.

• Ασκήσεις Αυτοαξιολόγησης: Σειρά επιλεγμένων ασκήσεων με πλήρεις λύσεις, οι οποίες ε-
πιτρέπουν στον/-ην φοιτητή/-τρια να ελέγχει άμεσα το επίπεδο κατανόησής του/της και να
εντοπίζει πιθανά κενά στη γνώση του/της.

• Άλυτες Ασκήσεις: Διαβαθμισμένης δυσκολίας προβλήματα, σχεδιασμένα για περαιτέρω εξά-
σκηση, εμβάθυνση της ύλης και ανάπτυξη της αναλυτικής και συνθετικής ικανότητας του
αναγνώστη. Οι ασκήσεις αυτές ενθαρρύνουν την ενεργή ενασχόληση με το αντικείμενο και
την καλλιέργεια μαθηματικής σκέψης σε υψηλότερο επίπεδο.

Τεχνολογία και Εφαρμογή
Σε μια εποχή όπου η στατιστική ανάλυση δεδομένων συνδέεται άρρηκτα με την υπολογιστική
επεξεργασία, γίνεται, όπου κρίνεται σκόπιμο, χρήση της γλώσσας R ως εργαλείου υλοποίησης και
διερεύνησης των παρουσιαζόμενων μεθόδων.

Η ενσωμάτωση ενδεικτικού κώδικα, καθώς και η παρουσίαση των αντίστοιχων αποτελεσμά-
των, αποσκοπεί στην ουσιαστική γεφύρωση θεωρίας και πράξης και στη σταδιακή εξοικείωση
των φοιτητών/-τριών με σύγχρονα υπολογιστικά εργαλεία της Στατιστικής.

Ελπίζουμε το βιβλίο αυτό να αποτελέσει έναν αξιόπιστο και ευχάριστο συνοδοιπόρο στο τα-
ξίδι σας στον κόσμο των Πιθανοτήτων και της Στατιστικής, βοηθώντας σας να κατανοήσετε τις
βασικές ιδέες του αντικειμένου με ουσιαστικό τρόπο και να βάλετε τάξη στο ...χάος. Παράλλη-
λα, φιλοδοξεί να καλλιεργήσει την κριτική σας σκέψη και την ικανότητά σας να μετατρέπεται
τα δεδομένα σε εργαλεία κατανόησης και λήψης αποφάσεων στο πραγματικό κόσμο, δεξιότητες
απαραίτητες στη σύγχρονη εποχή.

Στον κόσμο της αυξανόμενης πολυπλοκότητας και της αβεβαιότητας, η Στατιστική και οι Πι-
θανότητες δεν υπόσχονται βεβαιότητες ούτε απόλυτες απαντήσεις. Προσφέρουν, όμως, κάτι εξί-
σου σημαντικό: έναν συστηματικό τρόπο να κατανοούμε την τυχαιότητα, να ποσοτικοποιούμε την
αβεβαιότητα και να αντλούμε ουσιαστική γνώση από τα δεδομένα. Μέσα από αυτήν τη διαδι-
κασία, η αβεβαιότητα δεν εξαφανίζεται, αλλά μετατρέπεται σε εργαλείο σκέψης και κατανόησης
του κόσμου γύρω μας.

Καλό ταξίδι λοιπόν σε ένα κόσμο που διαρκώς αλλάζει …και καλή τακτοποίηση του χάους....

Η Συγγραφική Ομάδα
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Κεφάλαιο 1

Πιθανότητες και Στατιστική: μεταβαίνοντας από
την αβεβαιότητα στη γνώση

Η Θεωρία Πιθανοτήτων και η Στατιστική διαδραματίζουν σημαντικό ρόλο όχι μόνο στην καθημερινή
μας ζωήαλλά και σε πλήθος επιστημονικώνπεδίων. Η εφαρμογή τωνμεθόδων και των τεχνικών τους
επιτρέπει την εισαγωγή μιας μαθηματικής δομής σε προβλήματα και διαδικασίες που εμπεριέχουν
έναν μικρό ή μεγαλύτερο βαθμό αβεβαιότητας. Ως αποτέλεσμα διευκολύνεται η καλύτερη κατανόη-
ση των φαινομένων και καθίσταται δυνατή η ασφαλέστερη πρόβλεψη της εξέλιξής τους. Στο παρόν
εισαγωγικό κεφάλαιο παρουσιάζονται, με απλοποιημένο τρόπο, βασικές έννοιες που θα χρησιμο-
ποιηθούν στα επόμενα κεφάλαια. Παράλληλα, γίνεται εκτενής αναφορά σε προβλήματα στα οποία
οι Πιθανότητες και η Στατιστική παίζουν καίριο ρόλο, παρέχοντας ουσιαστικές πληροφορίες για τα
υπό μελέτη φαινόμενα.

Γλωσσάριο επιστημονικών όρων

• Αβεβαιότητα

• Βαθμός εμπιστοσύνης

• Δεδομένα

• Δείγμα

• Διάστημα Εμπιστοσύνης

• Πληθυσμός

• Τυχαιότητα

1.1 Οι Πιθανότητες και η Στατιστική στην καθημερινή μας ζωή
Κάθε μέρα καλούμαστε να λάβουμε αποφάσεις που αφορούν είτε καθημερινές δραστηριότητες,
όπως το αν θα πραγματοποιήσουμε μία εκδρομή ή ποια διαδρομή θα ακολουθήσουμε για να
φτάσουμε πιο γρήγορα στον προορισμό μας, είτε πιο σημαντικές επιλογές, οι οποίες επηρεάζουν
μακροχρόνια τη ζωή μας, όπως η διαχείριση των οικονομικών ή των προσωπικών μας σχέσεων.
Πρόκειται για αποφάσεις που δεν είναι πάντα σίγουρες, διέπονται από αβεβαιότητα και κάποιες
φορές ενδέχεται να μην είναι οι βέλτιστες δυνατές.

Η λήψη αυτών των αποφάσεων γίνεται υπό συνθήκες αβεβαιότητας και μερικής πληροφόρη-
σης, συχνά με καθοδήγηση από το ένστικτο και άλλες φορές έπειτα από ενδελεχή μελέτη και
παρατήρηση των συνθηκών και των φαινομένων που εμπλέκονται. Δεν είναι σπάνιες οι περιπτώ-
σεις κατά τις οποίες αποφάσεις που λαμβάνονται με την πεποίθηση της πλήρους βεβαιότητας
αποδεικνύονται ελλιπείς, προβληματικές ή ακόμα και επικίνδυνες.

1



2 Πιθανότητες και Στατιστική: Επιδιώκοντας τάξη στο χάος

Robert Burns

“There is no such uncertainty
as a sure thing.”

Σκωτσέζος ποιητής και στιχουργός
(25 Ιανουαρίου 1759 – 21 Ιουλίου

1796)

Η ικανότητα ορθής λήψης αποφάσεων συνιστά
μια ιδιότητα, η οποία καλλιεργείται και ενισχύεται
μέσω της εμπειρίας και της συσσωρευμένης γνώ-
σης που προκύπτει από τις προηγούμενες αποφάσεις
μας. Περαιτέρω ενδυνάμωσή της επιτυγχάνεται μέσω
της σε βάθος κατανόησης των μηχανισμών και των
κανόνων που διέπουν την αβεβαιότητα - γιατί είναι
αλήθεια ότι η αβεβαιότητα υπακούει σε κανόνες και
ότι υπάρχει δομή στο χάος. Η κατανόηση αυτών των
μηχανισμών και κανόνων συμβάλλει όχι μόνο στην α-
ποφυγή της σύγχυσης μεταξύ διαφορετικών καταστάσεων1 αλλά και στη βαθύτερη κατανόηση και
αποτελεσματικότερη αξιοποίηση των διαθέσιμων πληροφοριών2. Η γνώση αυτή αποκτάται μέσω
των επιστημών που μελετούν συστηματικά την αβεβαιότητα, και ειδικότερα μέσω της θεωρίας
των Πιθανοτήτων και της Στατιστικής.

Η μελέτη των Πιθανοτήτων και της Στατιστικής επιτρέπει τη μετατροπή της αβεβαιότητας σε
ποσοτικοποιημένα ρίσκα και τη δημιουργία ενός λελογισμένου πλαισίου λήψης αποφάσεων. Κατά
αυτόν τον τρόπο, οι αρχές και οι μέθοδοι των Πιθανοτήτων και της Στατιστικής χρησιμοποιούνται,
παραδείγματος χάριν, στον τομέα της μηχανικής για τη δημιουργία ασφαλέστερων και πληρέστε-
ρων συστημάτων και στον τομέα της Ιατρικής για την πρόβλεψη της πορείας μιας ασθένειας ή
της αποτελεσματικότητας μιας θεραπείας σε έναν ασθενή. Τα παραδείγματα αυτά, που μόνο εν-
δεικτικά είναι, είναι τρανή απόδειξη ότι οι Πιθανότητες και η Στατιστική δεν παρέχουν απλώς
θεωρητικές προσεγγίσεις περιγραφής της αβεβαιότητας αλλά αποτελούν και τα πρακτικά μέσα
για την ενίσχυση της ικανότητάς μας να λαμβάνουμε συνετές και αποτελεσματικές αποφάσεις.

1.2 Βάζοντας τάξη στο χάος

Η περιγραφή της αβεβαιότητας και των κανόνων που αυτή υπακούει απαιτεί μια συστηματική
προσέγγιση για την ποσοτικοποίηση και την ερμηνεία των πιθανοτήτων διάφορων γεγονότων και
δυνατών αποτελεσμάτων των τυχαίων διεργασιών. Για παράδειγμα, όταν ένας επαγγελματίας, ό-
πως ένας γιατρός που εξηγεί σε έναν ασθενή τις πιθανότητες ανάρρωσης ή υποτροπής ή ένας
μηχανικός που αξιολογεί την αξιοπιστία ενός συστήματος,βασίζεται σε καλά και αυστηρά καθορι-
σμένες έννοιες και διαδικασίες προσδιορισμού της αβεβαιότητας που εμπεριέχονται σε αυτές τις
διαδικασίες.

Βασικό στοιχείο των εννοιών και των διαδικασιών αυτών είναι η αρχική τους αποδόμηση και
ακολούθως η μαθηματική περιγραφή και μοντελοποίησή τους. Στη συνέχεια, ακολουθεί η συ-
στηματική παρατήρηση του φαινομένου ή/και ομοειδών φαινομένων και η εκτίμηση μέσω αυτής
σημαντικών χαρακτηριστικών των διαδικασιών. Οι εκτιμήσεις αυτές γενικεύονται ώστε να περι-
γράψουν ικανοποιητικά και την αρχική διαδικασία και χρησιμοποιούνται για τη μελέτη και την
πρόβλεψη της εξέλιξής της.

Για να γίνει καλύτερα αντιληπτή η συστηματική προσέγγιση της αβεβαιότητας που εμπεριέχε-
ται σε διαδικασίες και φαινόμενα τα οποία διέπονται από τυχαιότητα, ας εξετάσουμε δύο, φαι-
νομενικά, διαφορετικά (παραδείγματα). Τα παραδείγματα αυτά θα μας βοηθήσουν στις επόμενες

1Δεν είναι παράξενο, παραδείγματος χάριν, να συγχέουμε την πιθανότητα ύπαρξης αποδεικτικών στοιχείων δοθέντος
ότι κάποιος είναι ένοχος, με την πιθανότητα ότι κάποιος είναι ένοχος δοθέντος της ύπαρξης αποδεικτικών στοιχείων!

2Για παράδειγμα, ας αναλογιστούμε πόσο συχνά ερχόμαστε αντιμέτωποι με ερμηνείες και συμπεράσματα που βασί-
ζονται στα αποτελέσματα μιας δημοσκόπησης που έρχονται σε σύγκρουση και αντίθεση με τις ερμηνείες και τα συμπε-
ράσματα που δίνουν άλλοι αναλυτές; Δεν θα έπρεπε άραγε να υπάρχει μια ενιαία ερμηνεία των δεδομένων και να δια-
φοροποιούνται μόνο ως προς τις προτάσεις ή τις εκτιμήσεις τους, με βάση την προσωπική τους θεώρηση και τα πιστεύω
τους;
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υποενότητες να παρουσιάσουμε τη συστηματική προσέγγιση που χρησιμοποιείται για την ποσο-
τικοποίηση και ερμηνεία των τυχαίων διαδικασιών.
Ποιότητα αέρα και εισαγωγές στο νοσοκομείο
Από επιστημονικές έρευνες είναι γνωστό ότι αυξημένες συγκεντρώσεις ρύπων, όπως τα μικροσω-
ματίδια (PM10, PM2.5 και PM1), τα οξείδια του αζώτου (NO, NO2 και NOx), το όζον (O3), το
μονοξείδιο του άνθρακα (CO) και το διοξείδιο του θείου (SO2), συνδέονται με αυξημένο κίνδυνο
αναπνευστικών παθήσεων (Bălă et al., 2021; Kim et al., 2018; Spirić et al., 2012) και ως εκ τού-
του και με αυξημένο αριθμό εισαγωγών στις αντίστοιχες κλινικές (Ferreira et al., 2024; Nguyen
et al., 2024; Zhang et al., 2020). Παρά την προαναφερθείσα σχέση, είναι κατανοητό ότι τόσο η
ατμοσφαιρική ρύπανση όσο και ο ακριβής αριθμός των εισαγωγών στην πνευμονολογική κλινική
ενός νοσοκομείου δεν μπορούν να προβλεφθούν με ακρίβεια. Είναι λογικό, μάλιστα, να περι-
μένει κανείς ότι, αν μια μέρα υπάρχει μεγαλύτερη ατμοσφαιρική ρύπανση, π.χ. από μια δασική
πυρκαγιά, τότε ο αριθμός των εισαγωγών θα είναι μεγαλύτερος. Είναι όμως αυτή η γνώση αρκε-
τή; Δεν θα ήταν προτιμότερο να υπολογίσει, ή καλύτερα να εκτιμήσει, κανείς την πιθανότητα να
είναι ο αριθμός των εισαγωγών μεγαλύτερος από την προηγούμενη μέρα λαμβάνοντας υπ’ όψιν
του τους αυξημένους ρύπους;
Χρήση λιπασμάτων και φυτοφαρμάκων και μόλυνση υδάτων
Είναι γνωστό ότι η υπερβολική χρήση λιπασμάτων, όπως τα νιτρικά και φωσφορικά άλατα, αλλά
και η χρήση φυτοφαρμάκων συνδέονται με αυξημένο κίνδυνο μόλυνσης των υδάτων (Khan et
al., 2018; Srivastav, 2020; Whetode et al., 2024; Zahoor & Mushtaq, 2023). Επακόλουθο αυτού
είναι όχι μόνο η μειωμένη παραγωγικότητα των γεωργικών καλλιεργειών αλλά και η σημαντική
αρνητική επίπτωση στη βιοποικιλότητα (Alsherif et al., 2022; Ogidi & Akpan, 2022; Sathish Kumar
et al., 2024).

Ένας τρόπος μέτρησης της βιοποικιλότητας μιας περιοχής είναι o συνολικός αριθμός των δια-
φορετικών ειδών (φυτά, ζώα, μύκητες) που ευδοκιμούν σε αυτήν. Είναι λογικό να υποθέσει κά-
νεις ότι η αυξημένη χρήση λιπασμάτων και φυτοφαρμάκων σε μια συγκεκριμένη περιοχή θα έχει,
σε βάθος χρόνου, μια σημαντική επίδραση στη βιοποικιλότητα της περιοχής. Μάλιστα, λόγω της
επιβάρυνσης του περιβάλλοντος, ο συνολικός αριθμός των διαφορετικών ειδών που ζουν στην
περιοχή αναμένεται να μειωθεί.

Όμως, είναι κατανοητό ότι, ακόμα και εάν γνωρίζαμε την ακριβή χρήση των λιπασμάτων και
φυτοφαρμάκων στην περιοχή (είδη, ποσότητες και συχνότητα χρήσης) - γεγονός που από μόνο
του απαιτεί τεράστια οικονομική επιβάρυνση -, η ακριβής πρόβλεψη του αριθμού των ειδών που
θα εξαφανιστούν την επόμενη δεκαετία από την περιοχή είναι αδύνατον να επιτευχθεί. Παρ’ όλα
αυτά, είναι κατανοητό, ότι θα θέλαμε να μπορούμε να υπολογίσουμε, ή να εκτιμήσουμε όπως α-
ναφέρθηκε νωρίτερα, υπό την τρέχουσα αυξημένη εκτιμώμενη χρήση αυτών των προϊόντων, την
πιθανότητα ο αριθμός των ειδών που θα εξαφανιστούν την επόμενη δεκαετία να είναι μεγα-
λύτερος από τον αριθμό των ειδών που εξαφανίστηκαν την προηγούμενη δεκαετία, δηλαδή να
υπολογίσουμε την πιθανότητα αύξησης του ρυθμού απώλειας της βιοποικιλότητας της περιοχής.

1.2.1 Περιγράφοντας την αβεβαιότητα
Τα παραδείγματα της ατμοσφαιρικής ρύπανσης και της μόλυνσης των υδάτων, αν και περιγρά-
φουν διαφορετικές καταστάσεις, έχουν πολλές ομοιότητες όχι μόνο ως προς την αβεβαιότητα
που εμπεριέχουν, αλλά και στη μαθηματική δομή που μας επιτρέπει να ποσοτικοποιήσουμε την
αβεβαιότητα και να θέσουμε τις βάσεις για τον υπολογισμό των πιθανοτήτων που αναφέρθηκαν
παραπάνω. Για να το πετύχουμε αυτό, θα χρειαστούμε αρχικά κάποιες βασικές έννοιες της θε-
ωρίας των πιθανοτήτων. Οι έννοιες αυτές ορίζονται και παρουσιάζονται αυστηρά και αναλυτικά
σε επόμενα κεφάλαια του βιβλίου. Στο σημείο αυτό όμως θα δοθούν απλοποιημένοι ορισμοί
που θα μας βοηθήσουν να βάλουμε μια δομή στα παραδείγματά μας. Η δομή αυτή θα μας επι-
τρέψει να αναδείξουμε τις ομοιότητες των τυχαίων αυτών διαδικασιών και να περιγράψουμε την
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αβεβαιότητα που εμπεριέχεται σε αυτές.

Ορισμός 1.1: Απλοποιημένη Εκδοχή Βασικών Ορισμών Πιθανοτήτων

• Ενδεχόμενο
Ένα γεγονός, ή αλλιώς ένα εκ των δυνατών αποτελεσμάτων, που μπορεί να προκύψει
από μια τυχαία διαδικασία.
Στο παράδειγμα της ατμοσφαιρικής ρύπανσης τα ακόλουθα γεγονότα αποτελούν πι-
θανά ενδεχόμενα:

– η συγκέντρωση των μικροσωματιδίων να ξεπεράσει τα επιτρεπτά όρια και ο α-
ριθμός των εισαγωγών στο νοσοκομείο να είναι μεγαλύτερος από τον αντίστοιχο
της προηγούμενης μέρας,

– η συγκέντρωση των μικροσωματιδίων να μην ξεπεράσει τα επιτρεπτά όρια και ο
αριθμός των εισαγωγών στο νοσοκομείο να είναι μεγαλύτερος από τον αντίστοι-
χο της προηγούμενης μέρας,

– η συγκέντρωση των μικροσωματιδίων μια τυχαία επιλεγείσα μέρα να είναι με-
γαλύτερη των 100 µg/m3.

• Πιθανότητα
Ένας αριθμός μεγαλύτερος ή ίσος του 0 και μικρότερος ή ίσος του 1, ο οποίος εκφράζει
τον βαθμό βεβαιότητας εμφάνισης ή πραγματοποίησης ενός γεγονότος.
Στο παράδειγμα της ατμοσφαιρικής ρύπανσης είναι λογικό να υποθέσουμε ότι το πρώ-
το ενδεχόμενο, δηλαδή το ενδεχόμενο “η συγκέντρωση των μικροσωματιδίων να ξε-
περάσει τα επιτρεπτά όρια και ο αριθμός των εισαγωγών στο νοσοκομείο να είναι
μεγαλύτερος από τον αντίστοιχο της προηγούμενης μέρας”, έχει μεγαλύτερο βαθμό
βεβαιότητας εμφάνισης από εκείνον του δεύτερου ενδεχομένου. Όμως ο προσδιορι-
σμός της τιμής του, χωρίς κάποια προηγούμενη γνώση και παρατήρηση της τυχαίας
αυτής διαδικασίας, είναι αδύνατος και μόνο υποκειμενικές εκτιμήσεις μπορούμε να
κάνουμε.

• Τυχαία Μεταβλητή
Μια μεταβλητή που η τιμή της καθορίζεται από τυχαία γεγονότα και δεν μπορεί να
προβλεφθεί με ακρίβεια εκ των προτέρων. Επίσης, αν επαναλάβουμε την τυχαία δια-
δικασία υπό της ίδιες συνθήκες, δεν υπάρχει εγγύηση ότι η υπό μελέτη μεταβλητή
θα λάβει εκ νέου την ίδια τιμή.
Στο παράδειγμα της ατμοσφαιρικής ρύπανσης μια τυχαία μεταβλητή είναι η μέγιστη
τιμή της ημερήσιας συγκέντρωσης μικροσωματιδίων PM10. Σε μια επιβαρυμένη πε-
ριοχή σε μια μέρα που επικρατούν ιδιαίτερα δυσμενείς συνθήκες αυτή η τιμή θα
είναι αυξημένη, αλλά δεν μπορούμε να ξέρουμε με σιγουριά ποια θα είναι η τιμή
της συγκέντρωσης των μικροσωματιδίων. Ακόμα και αν η μέτρηση προκύψει π.χ. ίση
με 165.99 µg/m3, είναι βέβαιο ότι μια άλλη μέρα με παρόμοιες δυσμενείς συνθήκες
στην ίδια περιοχή η τιμή της συγκέντρωσης των μικροσωματιδίων, που αποτελεί την
τυχαία μεταβλητή μας, δεν θα είναι πάλι ίση με 165.99 µg/m3. Ενδέχεται να έχει μια
τιμή κοντά σε αυτήν την τιμή, αλλά δεν θα είναι ακριβώς ίση.

• Κατανομή Πιθανοτήτων
Περιγράφει όλες τις πιθανές τιμές που μπορεί να πάρει μια τυχαία μεταβλητή και τις
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αντίστοιχες πιθανότητες εμφάνισης αυτών των τιμών (ή διαστημάτων που περιέχουν
αυτές τις τιμές).
Στο παράδειγμα της ατμοσφαιρικής ρύπανσης, η μέγιστη τιμή της ημερήσιας συγκέ-
ντρωσης μικροσωματιδίων PM10 σε μια επιβαρυμένη περιοχή σε μια μέρα που επι-
κρατούν ιδιαίτερα δυσμενείς συνθήκες μπορεί να πάρει θεωρητικά τιμές στο διάστημα
(0,∞). Είναι προφανές ότι δεν είναι όλα τα διαστήματα τιμών το ίδιο πιθανά να πα-
ρατηρηθούν. Συγκεντρώσεις π.χ. κάτω από 20 µg/m3, που θεωρούνται φυσιολογικές
τιμές, είναι εξαιρετικά απίθανες και μπορούμε να υποθέσουμε ότι, πρακτικά, έχουν
πιθανότητα να παρατηρηθούν ίση με μηδέν. Το ίδιο ισχύει και για συγκεντρώσεις
που είναι πολύ μεγάλες. Για παράδειγμα, συγκεντρώσεις πάνω από από 500 µg/m3

είναι ιδιαίτερα επιβλαβείς και σχεδόν απίθανο, δηλαδή με πιθανότητα πρακτικά μη-
δέν, να παρατηρηθούν σε ένα αστικό περιβάλλον. Από την άλλη ενδιάμεσες τιμές
έχουν θετική πιθανότητα να παρατηρηθούν. Μια ενδεικτική, αλλά ρεαλιστική κατα-
νομή πιθανοτήτων, θα μπορούσε να ήταν η ακόλουθη για τη συγκέντρωση X των
μικροσωματιδίων:

– Πιθανότητα 0 ≤ X ≤ 20 : 0.00

– Πιθανότητα 20 < X ≤ 30 : 0.05

– Πιθανότητα 30 < X ≤ 50 : 0.25

– Πιθανότητα 50 < X ≤ 100 : 0.30

– Πιθανότητα 100 < X ≤ 150 : 0.20

– Πιθανότητα 150 < X ≤ 200 : 0.15

– Πιθανότητα 200 < X ≤ 500 : 0.05

– Πιθανότητα X > 500 : 0.00

Παρατηρήστε ότι οι παραπάνω πιθανότητες αθροίζουν στη μονάδα, γεγονός που εκ-
φράζει τη βεβαιότητα (100%) ότι η μέγιστη τιμή της ημερήσιας συγκέντρωσης μικρο-
σωματιδίων PM10 θα βρίσκεται εντός του διαστήματος (0,∞).

Οι παραπάνω βασικοί ορισμοί μπορούν εύκολα να βρουν εφαρμογή και στο παράδειγμα της
μόλυνσης των υδάτων. Για παράδειγμα, ο συνολικός αριθμός X των διαφορετικών ειδών (φυτά,
ζώα, μύκητες) που θα ευδοκιμούν σε μια περιοχή μετά από μια δεκαετία αποτελεί μια τυχαία
μεταβλητή. Λοιπά, δυνατά ενδεχόμενα, είναι η τιμή αυτής της τυχαίας μεταβλητής μετά από μια
δεκαετία να είναι μεγαλύτερη, μικρότερη ή ίση από την τρέχουσα τιμή. Ακόμη ένα άλλο ενδε-
χόμενο είναι ο συνολικός αριθμός X των διαφορετικών ειδών να έχει μηδενιστεί, αλλά λογικά
η πιθανότητα αυτού του ενδεχομένου είναι πολύ μικρή, αν όχι μηδενική. Ωστόσο, τιμές περί-
που ίσες με την τρέχουσα τιμή της και λίγο μικρότερη είναι πιο πιθανές, αν λάβουμε υπ’ όψιν
τη μόλυνση των υδάτων. Φυσικά, η εκτίμηση της κατανομής των πιθανοτήτων των τιμών που
μπορεί να λάβει αυτή η μεταβλητή θα απαιτούσε, όπως και στο παράδειγμα της ατμοσφαιρικής
ρύπανσης, μια διεξοδική μελέτη και παρατήρηση της τυχαίας διαδικασίας.

Από τα παραπάνω είναι φανερό ότι παρόλο που τα δύο παραδείγματα περιγράφουν διαφο-
ρετικές καταστάσεις, η εξέλιξη των οποίων δεν μπορεί να προβλεφθεί και να περιγραφεί με α-
κρίβεια, μπορούμε να τα εφοδιάσουμε με παρόμοια δομή χρησιμοποιώντας κατάλληλες έννοιες,
όπως είναι η έννοια της τυχαίας μεταβλητής, του ενδεχομένου και της κατανομής πιθανοτήτων.
Παρόλα αυτά θα πρέπει να επισημάνουμε κάποιες ουσιώδεις διαφορές μεταξύ των δύο παρα-
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δειγμάτων. Στο παράδειγμα της ατμοσφαιρικής ρύπανσης η τυχαία μεταβλητή που εκφράζει τη
μέγιστη τιμή της ημερήσιας συγκέντρωσης μικροσωματιδίων PM10 μπορεί να πάρει οποιαδήπο-
τε τιμή στο διάστημα (0,∞). Από την άλλη πλευρά, η τυχαία μεταβλητή που περιγράφει τον
συνολικό αριθμό X των διαφορετικών ειδών (φυτά, ζώα, μύκητες) που θα ευδοκιμούν σε μια
περιοχή μετά από μια δεκαετία μπορεί να λάβει μόνο μη αρνητικές ακέραιες τιμές, δηλαδή μπο-
ρεί να λάβει τις τιμές 0, 1, 2, . . ..

Τυχαίες Μεταβλητές

Οι τυχαίες μεταβλητές χωρίζονται σε δύο βασικές υπο-
κατηγορίες:

• τις διακριτές, που το σύνολο των δυνατών τους
τιμών είναι πεπερασμένο ή το πολύ αριθμήσιμο,
και

• τις συνεχείς, που είναι εκείνες που λαμβάνουν
τιμές σε ένα διάστημα ή στην ένωση διαστημά-
των. Επομένως, το σύνολο των δυνατών τιμών
των συνεχών τυχαίων μεταβλητών είναι υπερα-
ριθμήσιμο.

Η τυχαία μεταβλητή της
συγκέντρωσης μικροσωματιδίων
PM10, όπως θα δούμε σε ε-
πόμενο κεφάλαιο, αποτελεί ένα
χαρακτηριστικό παράδειγμα μιας
συνεχούς τυχαίας μεταβλητής,
ενώ ο συνολικός αριθμός των
διαφορετικών ειδών (φυτά, ζώα,
μύκητες) που θα ευδοκιμούν
σε μια περιοχή μετά από μια
δεκαετία αποτελεί ένα χαρακτηρι-
στικό παράδειγμα μιας διακριτής
τυχαίας μεταβλητής. Παράδειγμα
διακριτής τυχαίας μεταβλητής
αποτελεί και το αποτέλεσμα του
αν ο συνολικός αριθμός των
διαφορετικών ειδών (φυτά, ζώα,

μύκητες) που θα ευδοκιμούν σε μια περιοχή μετά από μια δεκαετία θα είναι μεγαλύτερος,
μικρότερος ή ίσος από την τρέχουσα τιμή, αφού μπορεί να λάβει μόνο τρεις διαφορετικές τιμές.

Παρατήρηση 1.1

Στο παράδειγμα της μόλυνσης των υδάτων, πρακτικά για το ίδιο πρόβλημα, ορίσαμε δύο
διαφορετικές τυχαίες μεταβλητές. Πιο συγκεκριμένα, ορίσαμε

• τη μεταβλητή που περιγράφει, μοντελοποιεί τον συνολικό αριθμό των διαφορετικών
ειδών (φυτά, ζώα, μύκητες) που θα ευδοκιμούν σε μια περιοχή μετά από μία δεκαε-
τία και

• τη μεταβλητή που περιγράφει αν ο συνολικός αριθμός των διαφορετικών ειδών (φυτά,
ζώα, μύκητες) που θα ευδοκιμούν σε μια περιοχή μετά από μία δεκαετία θα είναι
μεγαλύτερος, μικρότερος ή ίσος από την τρέχουσα τιμή του συνολικού αριθμού των
διαφορετικών ειδών που ευδοκιμούν στη συγκεκριμένη περιοχή.

Ο ορισμός περισσότερων της μιας τυχαίας μεταβλητής για τη μελέτη ενός φαινομένου δεν
είναι κάτι παράξενο ούτε μη συνηθισμένο. Η προσέγγιση αυτή συχνά επιτρέπει τη μελέ-
τη του ίδιου φαινομένου υπό διαφορετικές οπτικές γωνίες χρησιμοποιώντας διαφορετικά
εργαλεία που προσφέρουν μια πιο ολοκληρωμένη εικόνα του υπό μελέτη φαινομένου.

Από τα παραπάνω στοιχεία ελπίζουμε να καθίσταται εμφανές ότι η θεωρία των πιθανοτήτων
επιτρέπει την καλύτερη κατανόηση των τυχαίων διαδικασιών και την περιγραφή της αβεβαιότητας
μέσω κατάλληλων εργαλείων και εννοιών. Τα εργαλεία και οι έννοιες αυτές, των οποίων, σε
αυτήν την ενότητα, είδαμε μόνο ένα μικρό μέρος, μπορούν να μας επιτρέψουν να περιγράψουμε,
να κατανοήσουμε και να ερμηνεύσουμε τυχαίες διαδικασίες και αβέβαιες καταστάσεις.
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1.2.2 Αποκαλύπτοντας τις αλήθειες που κρύβουν τα δεδομένα

Στην προηγούμενη ενότητα αναφερθήκαμε στην κατανομή πιθανότητας και δώσαμε ένα διαισθη-
τικό παράδειγμα χρήσης της στη συγκέντρωση X των μικροσωματιδίων. Πιο συγκεκριμένα, δώ-
σαμε την ακόλουθη κατανομή

• Πιθανότητα 0 ≤ X ≤ 20 : 0.00

• Πιθανότητα 20 < X ≤ 30 : 0.05

• Πιθανότητα 30 < X ≤ 50 : 0.25

• Πιθανότητα 50 < X ≤ 100 : 0.30

• Πιθανότητα 100 < X ≤ 150 : 0.20

• Πιθανότητα 150 < X ≤ 200 : 0.15

• Πιθανότητα 200 < X ≤ 500 : 0.05

• Πιθανότητα X > 500 : 0.00

χωρίς όμως να είμαστε σίγουροι ότι αυτή είναι η κατανομή που πραγματικά περιγράφει τη διαδι-
κασία. Μια πιο ασφαλής προσέγγιση προσδιορισμού της κατανομής πιθανοτήτων θα ήταν να συ-
γκεντρώσουμε ιστορικά στοιχεία με τις μέγιστες ημερήσιες τιμές των συγκεντρώσεων PM10 στη
συγκεκριμένη περιοχή (τα στοιχεία αυτά αναφέρονται ως δεδομένα) και να προσδιορίσουμε το
ποσοστό των ημερών που η τυχαία μεταβλητή έλαβε τιμές σε καθένα από τα διαστήματα που
έχουμε στην κατανομή πιθανοτήτων. Πιο σωστό ακόμα, αφού μας ενδιαφέρει η συγκέντρωση
μόνο σε μέρες που επικρατούν ιδιαίτερα δυσμενείς συνθήκες, θα ήταν να καταγράψουμε δεδο-
μένα μόνο από τέτοιες μέρες. Αυτές οι μέρες αποτελούν τον λεγόμενο πληθυσμό μας, δηλαδή
μια συλλογή από μέρες (ή γενικότερα άτομα, αντικείμενα κ.ά.) που έχουν κάποιο κοινό χαρακτη-
ριστικό (εδώ, χαρακτηρίζονται από ιδιαίτερα δυσμενείς συνθήκες) και για τις οποίες θέλουμε να
βγάλουμε κάποιο συμπέρασμα – εδώ, την κατανομή πιθανοτήτων της μέγιστης ημερήσιας τιμής
συγκέντρωσης των PM10.

Επομένως, ας υποθέσουμε ότι έχουμε στη διάθεσή μας τα δεδομένα που παρουσιάζονται
στον Πίνακα 1.1 και αφορούν στη συγκέντρωση των PM10 από 200 τέτοιες μέρες με δυσμενείς
συνθήκες. Παρατηρώντας τα δεδομένα, τα οποία αποτελούν ένα δείγμα3 όπως λέγεται, μπορού-
με να δούμε ότι όλες οι τιμές βρίσκονται στο διάστημα [22.96, 165.99]. Η παρατήρηση αυτή
ενισχύει την πεποίθησή μας ότι η πιθανότητα η μέγιστη ημερήσια τιμή συγκέντρωσης των PM10

να είναι μικρότερη από 20 πρέπει να είναι ίση με μηδέν4. Το ίδιο ισχύει και για τιμές μεγαλύ-
τερες του 200, καθώς η μέγιστη τιμή που έχουμε παρατηρήσει είναι 165.99, γεγονός που θέτει
υπό αμφισβήτηση την εικασία μας ότι η πιθανότητα η τυχαία μεταβλητή που εκφράζει τη μέγι-
στη ημερήσια τιμή συγκέντρωσης των PM10 να λαμβάνει τιμές στο διάστημα [200, 500] ισούται
με 0.05, δηλαδή 5%.

3Μια γραφική απεικόνιση της σχέσης των εννοιών του Πληθυσμού, του Δείγματος και των Δεδομένων παρουσιάζεται
στο Σχήμα 1.1.

4Στην πραγματικότητα, δεν είμαστε σίγουροι ότι η πιθανότητα αυτή είναι μηδέν, αλλά ότι είναι εξαιρετικά μικρή και
μάλλον μικρότερη από 1/200, αφού για καμία από τις 200 μέρες που έχουμε στη διάθεσή μας η μέγιστη ημερήσια τιμή
συγκέντρωσης των PM10 δεν ήταν μικρότερη από 20 µg/m3.
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Πίνακας 1.1: Μέγιστη ημερήσια συγκέντρωση PM10 σε μια περιοχή όταν επικρατούν δυσμενείς
συνθήκες.

36.62 91.42 89.26 61.02 97.71 70.81 65.76 42.99 33.62 36.71
43.12 48.91 32.13 73.49 66.31 76.73 72.22 51.85 97.15 82.49
35.46 39.43 44.50 47.54 36.20 25.75 79.22 40.40 83.00 71.61
46.11 39.93 65.18 35.50 23.92 71.78 47.31 56.87 41.48 58.94
28.71 56.44 67.05 45.92 65.58 46.78 49.73 69.27 50.69 34.56
25.25 96.64 53.87 126.82 62.78 35.13 47.15 27.15 53.63 47.18
51.85 37.30 88.58 71.89 44.86 66.31 58.71 81.69 43.01 67.93
90.27 32.42 85.16 69.60 101.46 65.24 26.88 55.87 79.38 72.21
33.99 31.84 28.70 108.91 70.12 76.44 60.15 105.35 36.45 50.62
50.68 22.96 41.15 58.78 63.34 53.48 47.16 91.92 44.97 28.92
70.00 48.23 27.40 42.58 39.48 64.43 24.33 31.15 43.08 32.48
48.62 51.70 42.59 39.72 34.14 122.91 50.43 113.44 47.68 31.55
44.14 79.50 36.71 41.52 61.32 44.44 105.27 72.13 70.01 38.18
25.25 30.39 165.99 52.65 62.24 48.14 66.47 24.29 122.37 80.44
86.88 27.42 37.25 24.82 47.83 96.60 34.17 83.07 49.59 60.66
34.75 78.15 109.89 29.60 30.28 39.18 60.87 105.63 101.45 42.44
100.27 41.72 64.72 49.67 76.97 50.91 29.57 25.82 85.58 24.92
27.15 23.40 56.26 101.03 24.74 42.44 60.78 129.45 24.37 110.94
63.40 105.96 43.95 82.88 49.87 30.31 55.72 32.34 29.01 38.14
47.57 80.20 53.43 60.80 48.32 80.69 52.04 48.01 65.67 59.8

Σχήμα 1.1: Πληθυσμός, δείγμα, δεδο-
μένα.

Παρόμοια συμπεράσματα μπορούμε να εξάγουμε
και για τα άλλα διαστήματα που έχουμε προαναφέρει
ή και για οποιαδήποτε άλλο διάστημα για το οποίο θέ-
λουμε να υπολογίσουμε, ή καλύτερα να εκτιμήσουμε,
την πιθανότητα πραγματοποίησής του. Αρκετά βοηθη-
τικό σε αυτήν την προσπάθεια μπορεί να φανεί το γρά-
φημα του Σχήματος 1.2, το οποίο ονομάζεται ιστόγραμ-
μα και απεικονίζει τα ποσοστά των παρατηρήσεων που
ανήκουν σε καθένα από τα διαστήματα που μας ενδια-
φέρουν. Με βάση το συγκεκριμένο δείγμα, η κατανομή
πιθανότητας της τυχαίας μεταβλητής Χ (μέγιστη ημερή-
σια συγκέντρωση PM10) θα έχει τη μορφή:

• Πιθανότητα 0 ≤ X ≤ 20 : 0.00

• Πιθανότητα 20 < X ≤ 30 : 0.12

• Πιθανότητα 30 < X ≤ 50 : 0.365

• Πιθανότητα 50 < X ≤ 100 : 0.43

• Πιθανότητα 100 < X ≤ 150 : 0.08

• Πιθανότητα 150 < X ≤ 200 : 0.005

• Πιθανότητα X > 200 : 0.00
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Σχήμα 1.2: Παρατηρούμενη κατανομή μέγιστης ημερήσιας συγκέντρωσης PM10.

Η παραπάνω κατανομή προέκυψε προσδιορίζοντας το
ποσοστό των παρατηρήσεων του δείγματος που ανήκουν σε καθένα από τα διαστήματα και ε-
ξαιτίας αυτού είναι πιο αξιόπιστη από την αυθαίρετη επιλογή που κάναμε στην προηγούμενη
υποενότητα. Το γεγονός αυτό καταδεικνύει ότι, παρότι μπορούμε να υιοθετήσουμε μία δομή
για τη μοντελοποίηση ενός τυχαίου φαινομένου ή μίας τυχαίας διαδικασίας, μέσω της άντλησης
πληροφοριών από παρατηρήσεις και δεδομένα μπορούμε να σχηματίσουμε μια καλύτερη και άρα
ασφαλέστερη εικόνα για το υπό μελέτη φαινόμενο.

Όπως ελπίζουμε να είναι κατανοητό, τα ποσοστά που εκτιμούμε με βάση το δείγμα μας δεν
είναι παρά κάποιες, ελπίζουμε καλές, εκτιμήσεις της πραγματικότητας. Μπορείτε να δείτε, ως
άσκηση, ότι, αν είχατε τις πρώτες 100 παρατηρήσεις στη διάθεσή σας, οι εκτιμήσεις της πιθανό-
τητας κάθε διαστήματος δεν θα ήταν ακριβώς ίδιες με αυτήν που έχουμε με τις 200 το πλήθος
παρατηρήσεις. Αυτό σημαίνει ότι διαφορετικά δείγματα οδηγούν σε διαφορετικές εκτιμήσεις της
ίδιας ποσότητας, οι οποίες, όπως θα φανεί στη συνέχεια, ευτυχώς δεν διαφέρουν σημαντικά,
ενώ η πραγματική τιμή της ποσότητας αυτής μας είναι άγνωστη.

Αντιλαμβανόμαστε λοιπόν ότι, παρόλο που μπορούμε να μάθουμε περισσότερα από τα δια-
θέσιμα δεδομένα για τη φύση και την πραγματική δομή μιας τυχαίας διαδικασίας, χρειάζεται
ιδιαίτερη προσοχή στο να γενικεύσουμε και να υιοθετήσουμε άκριτα τις παρατηρούμενες τιμές
ως πραγματικές. Τη διαδικασία αυτής της γενίκευσης και την ποσοτικοποίηση της βεβαιότητας ή
της μη αβεβαιότητας αυτής της γενίκευσης την αναλαμβάνει η επιστήμη της Στατιστικής.

Παρατήρηση 1.2

Η γραφική παράσταση του Σχήματος 1.2 κατασκευάστηκε στην R με τη βοήθεια των παρα-
κάτω εντολών.

1 l i b r a r y ( g gp l o t 2 )
2 g gp l o t ( data , aes ( x = data ) ) +
3 geom_ h i s tog ram ( aes ( y = 100*( . . c o u n t . . ) / sum ( . . c o u n t . . ) ) , b reak s = c ( 0 , 20 ,

30 , 50 , 100 , 150 , 200) , c o l o r = ” b l a c k ” , f i l l = ” wh i te ” ) +
4 s c a l e _ x_ con t i nuous ( b reak s = c ( 0 , 20 , 30 , 50 , 100 , 150 , 200) ) +
5 y l a b ( ” pe r cen t (%) ” ) +
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6 x l a b ( ” x ” ) +
7 s t a t _ b in ( b reak s = c ( 0 , 20 , 30 , 50 , 100 , 150 , 200) , geom = ” t e x t ” , c o l o r = ”

b l a c k ” ,
8 aes ( y = a f t e r _ s t a t (100* count / sum ( count ) ) ,
9 l a b e l = s c a l e s : : pe r cen t ( a f t e r _ s t a t ( count / sum ( count ) ) ) ) ,
10 p o s i t i o n = p o s i t i o n _ s t a c k ( v j u s t = 0 . 9 )
11 )

Σημείωση 1: Στη μεταβλητή data έχουμε αποθηκεύσει τα δεδομένα του Πίνακα 1.1.

Σημείωση 2: Η βιβλιοθήκη ggplot2, που καλείται στην πρώτη γραμμή, περιέχει εντολές για
την κατασκευή διάφορων γραφικών παραστάσεων.

Σημείωση 3: Στη γραμμή 2 του κώδικα δημιουργείται με την εντολή ggplot ένα γραφικό α-
ντικείμενο το οποίο μπορεί να χρησιμοποιήσει τα δεδομένα που βρίσκονται στο data.
Στην τρίτη γραμμή, με την εντολή geom_histogram, ζητάμε την κατασκευή ενός ιστο-
γράμματος. Οι υπόλοιπες εντολές αποτελούν εντολές μορφοποίησης του γραφήματος,
το αποτέλεσμα των οποίων μπορείτε να διαπιστώσετε δοκιμάζοντας να τροποποιήσετε
τα ορίσματά τους ή αφαιρώντας τες.

Άσκηση Αυτοαξιολόγησης 1.1

Παρατηρήστε ότι με την εντολή break στον παραπάνω κώδικα ορίζουμε τα διαστήματα στα
οποία θέλουμε να χωρίσουμε τα δεδομένα μας. Τροποποιήστε τον παραπάνω κώδικα έτσι
ώστε να ορίσετε ίσα διαστήματα μήκους 10 και παραθέστε την εκτίμηση της κατανομής
πιθανοτήτων με αυτόν τον διαχωρισμό.
Σημείωση: Μπορεί να σας φανεί χρήσιμη η εντολή seq(0,170,10).

1.2.3 Γενικεύοντας τα συμπεράσματα
Στην προηγούμενη υποενότητα, χρησιμοποιήσαμε τα δεδομένα από το δείγμα των 200 ημερών,
για να αποκτήσουμε μια καλύτερη εικόνα για την κατανομή πιθανότητας της μέγιστης ημερήσιας
τιμής της συγκέντρωσης μικροσωματιδίων PM10 σε μια περιοχή. Μάλιστα, αναφέραμε ότι, αν
είχαμε διαθέσιμες τις συγκεντρώσεις των 100 πρώτων ημερών, πάλι θα είχαμε μια εκτίμηση της
κατανομής πιθανοτήτων, η οποία δεν θα ταυτιζόταν με την αρχική, αλλά θα ήταν παρόμοια. Από
τα παραπάνω μπορούν να εξαχθούν δύο βασικά συμπεράσματα.

1. Δεν είναι ορθό να υιοθετήσουμε άκριτα και επακριβώς οποιαδήποτε εκτίμηση από ένα
δείγμα, καθώς, αν λάβουμε ένα άλλο δείγμα, θα οδηγήσει σε (ενδεχομένως ελαφρώς) δια-
φορετικές εκτιμήσεις των ποσοτήτων που μας ενδιαφέρουν.

2. Διαφορετικά δείγματα μάς δίνουν διαφορετικές εκτιμήσεις και, αφού δεν μπορούμε εκ των
προτέρων να προβλέψουμε ποια θα είναι η τιμή αυτών των εκτιμήσεων, θα πρέπει να
θεωρήσουμε κάθε ποσότητα που υπολογίζουμε πάνω σε ένα τυχαίο δείγμα ως τυχαία με-
ταβλητή. Ως τυχαίες μεταβλητές αυτές οι ποσότητες θα έχουν και αυτές κάποιες κατανομές
πιθανότητας.

Τα παραπάνω μάς οδηγούν στο συμπέρασμα ότι στο παράδειγμα της ατμοσφαιρικής ρύπανσης
το ποσοστό των ημερών κατά τις οποίες η μέγιστη ημερήσια τιμή συγκέντρωσης των PM10 σε
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μια περιοχή βρίσκεται μεταξύ 30 και 50 µg/m3 δεν είναι, παραδείγματος χάριν, ακριβώς 36.5%.
Επιπρόσθετα, αν είχαμε στη διάθεσή μας άλλα δείγματα, δεν θα βρίσκαμε σε καθένα εξ αυτών
ακριβώς το ίδιο ποσοστό αλλά, θέλουμε να πιστεύουμε, παραπλήσιο.

Ας υποθέσουμε, ότι έχουμε πράγματι στη διάθεσή μας 20 τέτοια διαφορετικά δείγματα και
ας υποθέσουμε μάλιστα ότι τα δείγματα αυτά αποτελούνται πάλι από 200 παρατηρήσεις, δηλαδή
από 200 τυχαία επιλεγμένες μέρες που επικρατούσαν ιδιαίτερα δυσμενείς συνθήκες5. Σε αυτό το
πλαίσιο, θα μπορούσαμε να λάβουμε τις παρακάτω 20 εκτιμήσεις για το ποσοστό των ημερών
που η μέγιστη ημερήσια τιμή συγκέντρωσης των PM10 σε μια περιοχή είναι μεταξύ 30 και 50
µg/m3.

0.365 0.355 0.340 0.390 0.390 0.380 0.310 0.350 0.380 0.325
0.360 0.340 0.285 0.390 0.290 0.315 0.360 0.345 0.310 0.310

Αρχικά, μπορούμε να παρατηρήσουμε τη μεταβλητότητα των εκτιμήσεων του ποσοστού του αριθ-
μού των ημερών με συγκέντρωση PM10 εντός του διαστήματος [30, 50]. Αυτή η μεταβλητότητα
οφείλεται στις διαφορετικές παρατηρήσεις που ανήκουν σε κάθε δείγμα. Αθροίζοντάς τα και διαι-
ρώντας το άθροισμά τους με το πλήθος τους, δηλαδή το 20, μπορούμε να υπολογίσουμε τη μέση
τιμή του ποσοστού του αριθμού των ημερών με συγκέντρωση PM10 εντός του διαστήματος [30,
50], η οποία ισούται με 0.3445. Η τιμή αυτή μπορεί να χρησιμοποιηθεί σαν μια ολική εκτίμηση
του ποσοστού, καθώς είναι η τιμή που θα προέκυπτε, αν είχαμε ενοποιήσει σε ένα δείγμα όλες
τις διαθέσιμες παρατηρήσεις. Ωστόσο, ακόμα και αυτή η ολική εκτίμηση δεν είναι ασφαλής για
να υιοθετηθεί επακριβώς. Είναι σίγουρο, λόγω του μεγαλύτερου μεγέθους του δείγματος και ά-
ρα της μεγάλης διαθέσιμης πληροφορίας, ότι η τιμή αυτή είναι ασφαλέστερη από οποιαδήποτε
άλλη μεμονωμένη τιμή αλλά και πάλι δεν είναι ασφαλής, αφού ακόμη και αν είχαμε στη διά-
θεσή μας άλλες 20 · 200 = 4000 παρατηρήσεις, δεν θα είχαμε κάθε φορά την ίδια τιμή. Στην
πραγματικότητα, θα μπορούσαμε να παρατηρήσουμε κάτι σαν τις επόμενες τιμές

0.3513 0.3403 0.3518 0.3588 0.3527 0.3585 0.3506 0.3450 0.3503 0.3532
0.3515 0.3335 0.3497 0.3575 0.3466 0.3474 0.3391 0.3655 0.3540 0.3467

Στις παραπάνω τιμές παρατηρούμε μια μικρότερη μεταβλητότητα, αφού όλες βρίσκονται στο διά-
στημα [0.3335, 0.3655], ενώ η μέση τιμή τους ισούται με 0.3502.

Η διαδικασία αυτή θα μπορούσε να επαναληφθεί ξανά με μεγαλύτερα δείγματα και κάθε φο-
ρά να μικραίνει το διάστημα στο όποιο θα βρίσκονταν οι παρατηρηθείσες τιμές του ποσοστού.
Ταυτόχρονα, θα μπορούσαμε να διαπιστώσουμε ότι η μέση τιμή τους συγκλίνει σε μια τιμή, η
οποία είναι και η πραγματική.

Οι παρατηρήσεις αυτές μάς οδηγούν πράγματι στα συμπεράσματα που αναφέρθηκαν στην
αρχή της υποενότητας, δηλαδή ότι δεν είναι ορθό να υιοθετήσουμε άκριτα και επακριβώς ο-
ποιαδήποτε εκτίμηση από ένα δείγμα και ότι κάθε ποσότητα που υπολογίζουμε πάνω σε ένα
δείγμα είναι μια τυχαία μεταβλητή. Επομένως, τίθεται το ερώτημα πώς μπορούμε να γενικεύ-
σουμε τις παρατηρήσεις μας και τα συμπεράσματά μας από τα δεδομένα ενός δείγματος -διότι
τις περισσότερες φορές ένα δείγμα θα έχουμε στη διάθεσή μας- και να βγάλουμε συμπέρασμα
για τον πληθυσμό; Είναι μια τέτοια γενίκευση εφικτή και, αν ναι, πότε αυτή θα είναι ασφαλής;

5Ίσως, για το συγκεκριμένο παράδειγμα, να μην είναι πολύ ρεαλιστική αυτή η υπόθεση, αφού θα χρειαζόταν να είχαμε
ιστορικά δεδομένα πολλών ετών και μάλιστα να επικρατούν ιδιαίτερα δυσμενείς συνθήκες αρκετά συχνά. Για χάριν όμως
της παρουσίασης, ας υποθέσουμε ότι κάτι τέτοιο είναι εφικτό.
Ένα πιο ρεαλιστικό παράδειγμα που θα μπορούσαμε πράγματι να επιλέξουμε όχι 20, αλλά και πολλά περισσότερα δείγματα
με 200 παρατηρήσεις το καθένα θα μπορούσε να αφορά τον προσδιορισμό του ποσοστού των ανθρώπων με ύψος μεταξύ
170 και 180 εκατοστών. Σε μια τέτοια έρευνα θα μπορούσαμε να επαναλάβουμε τη δειγματοληψία μας πολλές φορές και
κάθε φορά να επιλέγουμε διαφορετικά άτομα για το δείγμα και επομένως και μια διαφορετική εκτίμηση για το ποσοστό
των ανθρώπων με ύψος που ανήκει σε αυτό το διάστημα τιμών.


